


































































































































































































































































































88 CHAPITRE 1IV.

De ce qui précéde il résulte d’abord qu'il r’eziste jamais
q’un seul polynome d’approximation de degré n. Il résulte
ausst que la condition nécessaire et suffisante pour qu'un po-
lynome de degré n soit un polynome d’approximation est que
) 8 9 q
le nombre des intervalles L soit supérieur a n —+-1.

Etant donnée la fonction f(z) continue entre a et b, il existe un
polynome d’approximation déterminé pour chaque valeur du de-
gré n. Soit I, (z) ce polynome et p., le maximum de | f(z) — I, (z)|
dans lintervalle (a, ). Si 'on suppose que f(x) ne coincide
entre « et b avec aucun polynome, ., est une fonction univoque
ct positive de n. Cest méme une fonction qui n’est jamais crois-
sante. Car II,(z) peut étre considéré comme un polynome de
degré n—+-1 et, par suite, on a :;.nzp.n_‘_,. Les nombres p, ne
croissent jamais el restent positifs : ils tendent donc vers une
limite ). Le théoréme de Weierstrass (qui a été obtenu posté-
rieurement aux travaux de Tchebichell) nous apprend que cette
limite est nulle. En effet, dans le cas contraire, il n’y aurait
ancun polynome P(z) tel que U'on ait dans tout U'intervalle (a, b)

|f(z)—P(z)] <2,

ce qui est contradictoire avec le théoréme de VWeierstrass.

Nous avons observé que le degré de Il,(z) pouvait étre infé-
vieur a n; soit m, le degré de 1I,; m, est nécessairement une
fonction de n qui n’est jamais décroissante. De plus, on ne peut
AvoIr My = Muyy que Si pp= Puyi. Or, lorsque n croit indéfini-
ment, P csl lmljours positif el tend vers Z6ro; par t'onséqucnt,
pn décroit en passant & ppy, pour une infinité de valeurs de n
(sinon pour toutes). Par suite, m, croit (et d’au moins une unité)
pour une infinité de valeurs de n. Donc le degré m, de 1,(2)
croil indéfiniment avee n.

Enfin, on voit que la série de polynomes dont la convergence
uniforme vers f() est la plus rapide pour des degrés successifs
donnés sera la série

4= (U= 1)) = (Hy—=Ta) Ao et (Mg — 1 y) 4. oo,y

qui présente le caractére de représentation univoque que nous
avions voulu obtenir. Toutefois, observons que la correspondance
























96 CHAPITRE V.

dénombrable, peut étre représentée par une série de polyromes
(qui converge uniformément dans tout intervalle intérieur a
un intervalle de continuité).

Soient G I'ensemble des points de ¢(E) qui appartiennent a E',
H I’ensemble des points de ¢(E)qui n’appartiennent pas a E'. Tout
point de H est situé dans un intervalle de continuité; soit (A, &)
le plus grand possible (les points &', A" appartiennent a E ou E)
(p- 7)- Les points de G ne sont dans aucun intervalle de conti-
nuité. Observons maintenant que les intervalles (4’, A”) n’ont pas
de parties communes, il y en a donc un ensemble dénombrable
(p- 7)- Par suite les points qui appartiennent a E et les points A7,
k" forment un ensemble dénombrable C : ¢, ¢a, €3y ««vy Cuy ===

Pour démontrer le théoréme, il nous suffira de déterminer une
fonction f(z, n) qui tende vers f(z) lorsque n croit indéfiniment el
cela uniformément dans tout intervalle de continuité. Dans ce but,
considérons dans la suite des n abscisses ¢;, €s, ..., Cp, deux
points cp, ce, consécutifs sur I'axe Ox. Les points ¢p, ¢, ne peu-
vent étre, ni 'un, ni Pautre, intérieurs au sens étroil 4 un inter-
valle (&', £"). Par suite, s'il y a entre ¢, el ¢, un point d’un inter-
valle (X', k"), cet intervalle est contenu tout entier (au sens large)
dans ¢, c..

Alors deux cas pourront se présenter : 1° 1l y a entre ¢p et Ce,
séro ou plusieurs intervalles (£, k"); nous prendrons pour arc de
la courbe y = f(z, n) compris entre les abscisses ¢, €l Ce, la
droite C,C, en désignant en général par M le point de coordon-
nées : m, f(m); 2°il y a entre ¢, et ¢, un seul intervalle (&', £");
soit alors (A, A7) un intervalle compris dans 4’4" et tel que

La fonction f(x) est cerlainement conlinue dans lintervalle
(&Y, A7), extrémités comprises. Nous prendrons pour la courbe
y=/[(x, n), larc de courbe continu de ) = f(x) compris entre
K| et K7 el nous joindrons C, a K/, C, a K’ par des droites.

Simaintenant on suppose que f(z) n'est pas finie, elle n’a
de valeurs infinies que pour des points d'abscisses Cpyr Cpyy = v o
Alors, dans la construction précédente, nous prendrons pour
point G, le point d'abscisse ¢, et d'ordonnée == n [suivant que







































































































































































































