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Uber polynomische Entwickelungen.

Von

GeorG FaBer in Miinchen.

Der Satz, daB eine analytische Funktion F'(z), die in einem einfach
zusammenhiingenden von einer stetigen Kurve begrenzten endlichen Ge-
biete S der komplexen Ebene regulir ist, daselbst durch eine Reihe von
Polynomen dargestellt werden kann, ist schon mehrfach bewiesen worden*);
doch war die groBe Mannigfaltigkeit und Willkiir, die bei diesen Ent-
wickelungen noch moglich ist, einem genaueren Studium besonderer poly-
nomischer Reihen eher hinderlich als forderlich.

Im folgenden werde ich nun den obigen Satz auf einem andern
Wege beweisen, indem ich von der speziellen Annahme ausgehe, das
Gebiet S sei ein einfach zusammenhingendes ganz im Endlichen gelegenes
Kontinuum, dessen Begrenzung C aus einem einzigen requliren analytischen
Zuge*¥) bestehe. Unter dieser Voraussetzung zeige ich:

Jede in S reguliire amalytische Funktion F(x) lift sich daselbst auf
eine Weise durch eine Rethe

@©

@ Dl a,P,()

0
darstellen; Py(z), P,(x), Py(x), - - - bedeutet dabei eine umendliche Rethe
von Polynomen (P/x) vom " Grade; Py= —1); und zwar sollen die
Koeffizienten der Potenzen von x in jenen Polynomen ausschlieflich von dem

¥ of. Runge, acta math. 6 (1885); Hilbert, Gott. Nachr. 1897. Verwandtschaft
mit den oben folgenden Sitzen zeigen insbesondere auch diejenigen, die Herr Painlevé
am 24. Jan. 1898 der franzbs. Akademie ohne Beweis mitgeteilt hat.

*¥) Die Definition hievon 8. u. a. in Picard’s traité d’an. f. II. chap. X, 2; diesem
Kapitel (s. bes. §§ 4 u. 7) entnehme man auch den Beweis des folgenden von Hermm
Schwarz herrihrenden Satzes, auf den oben sogleich Bezng genommen wird: Die
Funktion (%), welche ein Gebiet, zu dessen Begrenzung das regulire analytische
Kurvenstiick C gebort, auf einen Kreis abbildet, ist reguliren Verhaliens und um-
kehrbar in allen inneren Punkien von C,



390 Grora Fager.

betrachieten Regularitiitsbereiche S, dagegen die a, von der besonderen Wahl
der zu entwickelnden Funktion abhingen.

Besteht das Gebiet S aus dem Innern eines Kreises mit dem Mittel-
punkte z = a, so reduziert sich P, (z) auf — (x —a)’; noch engere Be-
ziehungen zwischen den Reihen (1) und der gewdhnlichem Taylorschen
Reihe werden sich im folgenden ergeben.

Es sei nun
@) 2 =39 (z)
eine Funktion, welche das unendliche Gebiet der z-Ebene auBerhalb C auf
das Innere des Einheitskreises der z-Ebene abbildet, und zwar so, daB
dem Punkte z = oo der Punkt 7 = O entspricht. Die Funktion ¢(7) hat

demnach einen einfachen Pol im Nullpunkte, verhilt sich aber sonst
regulir im Kinheitskreise; ¢ (7) 148t sich also darstellen in der Form:

3) z=9() = + B,

wo P(z) eine Potenzreihe von z mit nur positiven Potenzen bedeutet, die
fir |z| <1 konvergiert. Da wir aber die Kurve C als aus einem ein-
zigen reguliren analytischen Zuge bestehend vorausgesetzt haben, kann
B(z) auf dem Einheitskreise keinen singuliren Punkt haben®*); es kon-
vergiert daher P(v) fiir |z] <1+ 9, (0<p,), und es liBt sich ein
¢ (0< o<, angeben, sodaB, falls ¢ < ¢ ist den Kreisen

lt|=1+e

der z-Ebene in der z-Ebene geschlossene Kurven (), ohne Doppelpunkt
entsprechen, die ganz innerhalb C(= C, ,) verlaufen. (Den Kreisen
lz]=1—¢6 (0<6'<1) entsprechen ganz auBerhalb C verlaufende
Kurven C,_,..)

Falls F(z) eine im Innern von 8 regulire Funktion bedeutet, ist
nach dem Cauchyschen Integralsatze

1 F
@) F(z) = 5o f 26 4,

0!

fiir jeden Punkt im Innern von (', falls C’ seinerseits wieder ganz inner-
halb S verlduft; fir C° werde eine der obigen Kurven C, , gewihlt.

+0 O

Das-Integral auf der rechten Seite von (4) transformiert man, indem man
fir z aus (2) ¥ (z) einsetzt, dadurch geht (4) iiber in

1 Fpz) dyp() , .
®) F@)=smi ) o=z ds 9%
K 4o

*) 8. die Anm, *) p. 389,
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Die Integration ist zu erstrecken in der v Ebene iiber die Peripherie des
Kreises |t =1 4 ¢ und zwar im Sinne des Uhrzeigers.

Ehe ich auf diese Formel zuriickkomme, schalte ich eine Unter-
suchung der in (5) unter dem Integralzeichen vorkommenden Funktion
7z und z:

ay(r 1
© RO
ein. Es ist dies die erzeugende Funktion fiir unsere Polynome, welche
bei der Entwickelung von (6) nach Potenzen von z als Koeffizienten auf-
treten. ¥ (r) wird nie gleich z, solange, wie vorausgesetzt werden moge,
z innerhalb C, (0<wo<1l+9) und |7|<w ’bleibt*) Im Punkte 7 =0
hat 4@()

einen Pol zweiter Ordnung, wihrend ——— e )___ dort von der ersten

Ordnung Null wird; demmnach hat der Ausdruck (6), als Funktion von =
betrachtet einen einfachen Pol im Nullpunkte — und zwar mit dem
Residuum —1 —, ist aber im iibrigen regulir mindestens in einem mit
dem Radius @ um den Nullpunkt beschriebenen Kreise. Man hat daher
die in diesem Kreise giltige Entwickelung:

dv(t 1
@ e +2 (@)

Es ist leicht zu zeigen, daB P, ein Polynom 2% Grades in x ist; wenn
nimlich allgemein P(z), B,(z), Py(z), - - - nur positive Potenzen ent-
haltende Potenzreihen von z bedeuten, so ist:

dp() 1 1
(8) dvr p@)—x (_ Il +§$1(7)) % g e
—_ "531(‘5)**“3(7 —r__ 1 Pp) —x
o + a-+ P — + a4+ TP —r2

In dem Nenner auf der rechten Seite von (8) kommt z einmal mit

- - - hy 3 1
multipliziert, sonst aber nicht mehr vor; entwickelt man daher PR T

— T
nach Potenzen von 7, so enthilt der Koeffizient von 7# als hichste Potenz
von x die g®; multipliziert man noch mit dem Zihler ,(r) —z, so
steigh der nun entstehende Koeffizient von 7+ i. e. P, ,(2) in = bis zum
(g + 1) Grade an.

Die Anwendung des Cauchyschen Koeffizientensatzes auf die Reibe

*) Es sei nochmals daran erinnert, daB C, diejenige Kurve der z-Ebene bedeutet,
welche vermége der Relation z =1 (f) dem um den Nullpunkt der i-Ebene mit dem
Radius @ beschriebenen Kreise K entspricht.
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in (7) ergibt, falls G eine bestimmte endliche Zahl bedeutet, und die
Bedingung 0 < o' < @ <1+ o erfiillt ist, fiir alle 2 innerhalb und auf C,:
©®) 12,1:@)] < 5

Daraus folgt schon, daBi die Reihe auf der rechten Seite von (7) fiir

alle  innerhalb und auf C, und fiir alle 7, die der Bedingung

0T Lo <Ka
geniigen, gletchmdfig konvergiert; hievon werden wir spiter bei Anwendung
des Cauchyschen Integralsatzes Gebrauch machen.

Zu einer in gewisser Hinsicht genaueren Aussage, als sie in Un-
gleichung (9) enthalten ist, und zugleich zu einer umferen Grenze fiir
| P,(x)| gelangt man folgendermaBen:

Man betrachte in dem Gebiete [£| <1 4+ 9, |z] <1 + o die Funktion
der beiden unabhingigen Variabeln ¢ und =:

dy(z) 1

(19) & O =90
Gibt man der Variablen v einen endlichen festen Wert, dem absoluten
Betrage nach <14 ¢, so hat (10) als Funktion von ¢ betrachtet, im
Punkte ¢ = = einen einfachen Pol, wihrend die Funktion von ¢:

ap(z 1 1
(10b) 7 o= ee =
fiir irgend ein v (0 <|v{ <1+ o) und alle |¢| <1+ ¢ reguliren Ver-
haltens ist.

In ihrer Abhingigkeit von 7 betrachtet ist die Funktion (10Db) iberall
regulir auBer im Nullpunkte, wo sie einen einfachen Pol mit dem
Residuum — 1 hat, was auch ¢ sein mdge (0 <|f] <1+ @). Die Funktion
der zwei Variabeln ¢ und =

ayp(r 1 1 1
(10¢) gi : vE)—p@E) T —¢ T
ist daher regulir in dem Kontinuum [z, <1+, [#] <1+ ¢%), also
eine nur positive Potenzen enthaltende Reihe

(10d) B, %) = DIP, O
es 1st also

dap(z) 1 1 1 .
(1) dr wlk)— @) t—1t “'?'*’S‘B(t’ ©):
*) Bedenken konnte nur noch der Punkt =1 =0 erregen; diese fallen aber
weg, da bei Funktionen mehrerer Variabler isolierte Singularititen nicht aunftreten
konnen.
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Setzt man ferner |#| > |z| voraus, so gilt die Entwickelung:

d 1 1 N 1
(12) e PO —9O T +2‘("t.u_-ﬁ+$y+1(t)) .
Q

Substituiert man hier auf der linken Seite z fiir ¥ (f) — xz ist ein
Punkt auBerhalb C,,, —, und vergleicht die Potenzen von 7z in dieser
Entwickelung mit derjenigen der oben gefundenen Formel:

d 1
©) ¥ S +Zl o1 (@) 7,
so findet man
(13) P, (#) = — ;‘— + B, (0<|t|<1+e¢; z auberhalb C, ).

Da die Funktion (¢, 7) fiir alle |¢] <1+ ¢, |7| <1 4 ¢ reguliren Ver-
haltens ist, so existiert fir alle ¢ und z eines Bereiches 7, der ganz
innerhalb dieses Kontinuums liegt, eine endliche obere Grenze G, sodaB

(14) B¢ 0I<6E
ist.

Man kann 7 so wihlen, daB das Gebiet || <14 ¢, |z| <1+ ¢,
wenn nur @' < @, ganz innerhalb 7' liegt. Aus dem Cauchyschen Koef-
fizientensatze schlieBt man daher:

(15) B0 < T

Wenn o um eine endliche Zahl kleiner als 1 4 ¢ ist, so kann man
sich o' so gewihlt denken, daB auch @ <1+ 0'<1+4 ¢ ist, daB also

o= TZEZ:T ein echter Bruch ist. Dies vorausgesetzt folgt aus Gleichung

(13) und Ungleichung (15) fir alle  auf C:

(16) ) — i <IB@I<G) + e
oder

17 21— <|P@)| < (3) 1+ Ga).

Wihlt man nun g so groB, daB Ge“ kleiner als do wird, wo & eine

gegebene beliebig kleine positive Zahl bedeutet, so erhilt man, wenn man

aus den drei Gliedern der Ungleichung (17) die u* Wurzel zieht und die
1

(1+ ¥

1
fiir positive & < 1 giltigen Formeln 1 — & < (1—2)#; (1 + )+ <1+
beachtet:

Mathematische Annalen. LVIL 26
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1
(18) I _s<|P@F <t 10
d. h. aber
19) lim V[P, @)| = gleichmafig fiir alle @ auf C, (0 <o <1+ ).
H=®

Daneben beachte man Ungleichung (9), die sofort zur folgenden Aus-
sage fiihrt:

(20) Iim ¥/] P (z)| < ":E fiir irgend ein x im Innern von C,.
y:oo

§ 2.

Es folgt nun eine Untersuchung von Reihen

(21) 2 a’» Pv (x) .
Die Gleichung (19) und Ungleichung (20} zeigen schon, daB eine solche
Reihe die wesentlichsten Konvergenzeigenschaften mit der Potenzreihe

E’ a,x”

gemein haben muB. Ich kann mich daher beim Beweise der folgenden
Sétze kurz fassen, da dieselben groBenteils nur Ubertragungen von in der
Theorie der Taylorschen Reibe geldufigen Schliissen sind.

Fs kommt vor allem auf den lim §/]a,| an. Erreicht oder iiber-
schreitet derselbe den Wert 1 4 ¢, so 1iBt sich iiber die Konvergenz der

Reihe 2 a,P,(x) einstweilen gar nichts aussagen. Ist derselbe aber
gleich o, wo @ <1 +4 ¢ ist, so folgt aus den Relationen (19) und (20)
sofort*):

Die Reihe 2 a,P,(x) kowvergiert absolut und gleichmifig in jedem
Gebiete, das ganz inmerhalb C, liegt und stellt also daselbst eine analytische
Funktion dor; auferhalb C,, divergiert 2 a,P,(x), wikrend sich Wber. das
Verhalien auf C, ohne spezielle Annahme iber die a, keine Aussagen machen
lassen (genau wie bei der gewdhnlichen Potenzreihe).

Umgekehrt laft sich auch jede inmerhalb O regulire analytische Funk-
tion F(z) in eine Reihe )a,P, (@) entwickeln.

Zum Beweise, der unter der Annahme o = 1 gefithrt werden moge,
gehe man auf die Formel (5) p. 390 zuriick:

1 F(pr) dyp@)
® F@) = 5 sy 40 ax.
Kito

%) of, Hadamard, la série de Taylor p, 18,
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Nach dem p. 392 Bewiesenen konvergiert fiir irgend ein z im Innern
von C ,, und fiir alle v vom absoluten Betrage 1 4 ¢ die Reihe

1 dp(x 1, N )
@ s g =t Pl
0

gleichméBig.
Setzt man daher die Reihe auf der rechten Seite von (7) in (5) ein,
8o darf man gliedweise integrieren und erhilt:

(22) F@) =2 4,P,(@),
(23) @, =5 jF(z/;(r)) v~ tdr
LKI +0

zuniichst fir alle # im Innern von C,_; doch gilt die Entwickelung (22)
auch fiir alle 2 im Innern von C (=C),); denn einerseits kann ¢ beliebig
klein gewahlt werden, andrerseits ist der Wert des Integrals (23) fiir a,
unabhiingig davon, iiber welchen Kreis K,  , (0<6 <o) es gefithrt wird;
denn die Integranden sind in dem Kreisringe 1 <|z|<<1 4 ¢ regulire
analytische Funktionen von z.

Ferner behaupte ich: Die innerhald C, (0 <o <1+ @) giltige FEnt-
wickelung

(22) F@)~ Sa,P,@)

_ist nur auf eine Weise moglich; d. b. besteht Gleichung (22) und gleich-
zeitig (leichung:

(22b) F(@) = Dla,/P,(@),
0
so folgt darans
(24) a,=a’ (v=0,1,2,...).

Fihrt man in (22) und (22b) fiir £ vermdge der Substitution
s=yp)=<+BO (e<|ii<l+y)

die Variable ¢ ein, wodurch P, () nach (13) p. 393 iibergeht in f;;—l- + B,

so erhdlt man durch Gleichsetzen der rechten Seiten von (22) und (22b)
die Identitit:

FB0) @<|i<l+e).

26%

(25)
9
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Beachtet man noch, daB die Reihen

D aP@) =3 a,(— 5+ 3,0)
D4/ P@) = 3a/ (G +B,0)

im wesentlichen wie Potenzreihen, also jedenfalls fiir irgend welche ¢ von
gleichem zwischen @ und 1 4 ¢ liegenden absoluten Betrage gleichmafig
konvergieren, so lehrt der WeierstraBsche Doppelreihensatz, daf man
die rechte und linke Seite von (25) je in eine Laurentsche Reihe

und

(26) v A,

entwickeln darf, und da die Entwickelung in eine Laurentsche Reihe be-
kanntlich nur auf eine Weise moglich ist, miissen die Koeffizienten 4,
die gleichen sein, ob man nun durch Entwickelung der rechten oder der
linken Seite von (25) zu (26) gelangt ist. Nun ergibt aber die linke
Seite von (25)

(26D) 4

A
woraus die behauptete Identitit o, = a,’ folgt.

Daraus schlieBt man weiter:
Die durch die im Inmern von C, konvergente auferhalb divergente Ent-

wickelung 2 a, P, (x) dargestellte Funktion F(x) hat auf C, mindestens
eine singuliire Stelle. Denn wire dies nicht der Fall, so wire F(z) im

Innern einer C, ganz umschlieBenden Kurve C, (o' <<w) regulir und
konnte daher nach dem Satze p. 394 durch eine innerhalb C, konvergente

Reihe Za,,'P,y(x) dargestellt werden, die nach dem vorigen Satze mit

= —ga,, die rechte dagegen

-y

o ’
—y a,,

der Reihe Z a,P, (x) identisch sein miifite, was der Voraussetzung, daB
2 a,P, (x) nor im Innern von C, konvergiert, widerstreitet.

Die Ableitungen der Funktion F(x) = Zay P,(x) konnen durch glied-
weise Differentiation erhalten werden:
(27) F(z) = 2 a, P/ (z); F(x) = 2 a, P (x) usw.
Zum Beweise beachte man, daf

7 — 1 F(2) 1 Fyp@) dy@)
F(x> “2%7;]'(&'“@2 dz = 2ne | (@m)—2x)* dt dv

Ll+o LKH—a
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ist, und daB fiir irgend ein # im Innern von C;_ , und fiir alle ¢z auf
K, ,, die Reihe

d () 1 _d [(dy(T) 1 o dP, v
(28> dr (qp(t)—x)z_—zl;( dz 'Qp(v)——-x) —2 dr  ©

gleichmiBig konvergiert. Man erhilt daher fiir die Funktion F'(z) eine
nach Polynomen P/ (z) fortschreitende Reihe mit den Koeffizienten a,,
analog fiir F”'(z) usw. Jedem der vorhergehenden Sitze iiber Reihen

a,P,(x) steht ein iibereinstimmender iiber Reihen

2 a, P/ (2), 2 a, P, (x) usw.
zur Seite.

Hiermit ist iibrigens die Moglichkeit von Polynomenfolgen, die zu der-
artigen Entwickelungen AnlaB geben, noch lange nicht erschopft. Bedeutet

(29) PO =c+ar+ 6+,
eine beliebige fiir |z, <1 -+ ¢ konvergierende Potenzreihe, so hitte man
z. B. auch

dp(z 1
(30) v B

als erzeugende Funktion gewisser Polynome
(31) M@) =6P,@) +6P,_x)+ -+ Pi(x)+0cP,

wihlen konnen, in derselben Weise wie oben dg@)- !
T P —2

Funktion der P,(x) war. Die Polynome TT (z) haben mit den P, (x)
viele Eigenschaften gemein und sind insbesondere in gleicher Weise zur
Entwickelung analytischer Funktionen in Reihen F(z)= 2 a, P,(x)
brauchbar; doch sind hier im allgemeinen die Koeffizienten «, nicht ein-
deutig bestimmt¥).

Es scheint hier vielmehr folgender Satz zu bestehen, dessen voll-
stindiger Beweis mir allerdings noch nicht gelungen ist.

Hat PB(7) fir 0<|{7v| <1+ o # Nullstellen mit den absoluten Be-
trigen @, @,, - -, ©,, S0 gibt es gerade % von einander unabhingige*¥)
Entwickelungen der Null in Reihen 2 e, 1T, (), deren Konvergenzgrenzen

resp. die Kurven C,,C,,, -, 0, sind. Im Falle also B(r) sich auf die

w

Form 77¢%® ((7{<1+ @) bringen 138t, was z. B. fiir P(z) = 3;’%5 zutrifft,
dr

die erzeugende

¥) Man vergleiche damit die Entwickelungen und Satze des Herrn Frobenius,

Crelles Journ. 73 (1871).
*¥) Definition bei Frobenius a. a. O.
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wire auch jetzt die Entwickelung einer Funktion F'(x) in eine Reihe
o, 1T, (x) nur auf eine Weise moglich.

Endlich behaupte ich
Eine mit willkiirlichen Koeffiziewten a,, die nur der Bedingung

limVfa,| =0 <1+
zu gewiigen haben, angeschriebene Reihe 2 a, P, (x) hat die Kurve C, sur
natiirlichen Grenze.
Da die mit willkiirlichen Koeffizienten angeschriebene Potenzreihe

2 at~* stets ihren Konvergenzkreis zur natiirlichen Grenze hat, ist

dieser Satz eine unmittelbare Konsequenz des folgenden:
Betrachtet man gleichzeitig die innerhalb C, giltige Entwickelung:

(32) F(z)= D a,P,(@)
und die auBerhalb K, konvergente Potenzreihe:

(33) () = 2 @t

und liBt man durch die Relation z = v (f)- den Kreis K, und die Kurve
O, einander punktweise entsprechen, so st irgend ein Punkt z, auf C,
dann und wur dann e singuldrer fiir F(x), wenn der ihm ewtsprechende
Punkt t, ein singulirer fiir ®(8) ist.

Und zwar entspricht einem Pole #** Ordnung ein ebensolcher, einer
wesentlich singuliren Stelle wieder eine wesentlich singulire Stelle und
einem Verzweigungspunkte #** oder unendlich hoher Ordnung wieder ein
solcher »'*" resp. unendlich hoher Ordnung.

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich wieder durch die Einfiihrung

der Variabeln ¢ in 2 a,P,(x) vermdge der Substitution

z =+ B
Man erhilt (cf. p. 396):

B9 DeP@=— D atr+ () =— o0+ B0,

wo B, (¢) fir |£] <14 o und (%) fiir {¢| > & konvergiert.

Liegt #, auf K und ist z, = ¢:(f,), so gilt in einem gewissen Kreise
um den Punkt ¢ = ¢, die Entwickelung
(35) z — @y = o (I—1) + a(t-—1) + - - -
(¢,=+0, da die Konformitit der Abbildung im Bereiche der Kurve C,
nicht unterbrochen ist).

Da P, (?) fiir |#] <1 + ¢ konvergiert, so kann man P, () jedenfalls nach
Potenzen von (¢—1,) entwickeln (da ja |{,| =0 <1+ 9): B, () = B, (¢]4).
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Das gleiche gilt von &(?), wenn der Punkt ¢ ={; ein regulirer fiir ®(¥)
ist. Es gilt also in letzterem Falle (s. 34):

(36) F(2) = D' a,P,(@) = Bt—t)-

Nun liBt sich die Gleichung (35) nach (¢ —7,) auflésen, wodurch
man erhilt:

(37 t—t, = By (B—@) + Po(m—p)? + - - -
fiir eine gewisse Umgebung des Punktes z = 2z, (ﬁ1 -1 usw.) .

%
Fithrt man diesen Wert von ¢ — ¢, in B,(t—¢,) (36) ein, so erhilt
man fir F(z) = 2 a, P, (x) eme nach steigenden Potenzen von (2 — z,)

fortschreitende in einem gewissen Bezirke konvergente Reihe. Man sieht
also x = z, ist fiir F(x) ein regulirer Punkt, falls es ¢ = ¢, fiir ®(7) ist,

Geht man umgekehrt von der Voraussetzung aus, daB sich F(z) nach
steigenden Potenzen von (r—z,), also auch von # — ¢, entwickeln li8t, so
ergibt sich das gleiche von ®(f) = — F(2) + P,(¢|t)-

Demnach sind die Punkte #, fir ®(¢) und z, fir F(z) gleichzeitig
reguldr oder singuldr. Ist ein ganzes Stiick des Kreises K, regulir oder
singuldr, so gilt das gleiche von dem entsprechenden Stiicke der Kurve C,.

Statt wie oben geschehen anzunehmen, daB ®(f) sich im Punkte
t = t, regulir verhilt, hitte man eine Entwickelung der Form

v

[ +
(38) 2 ¢,(t—14,) oder der Form Z:cv(t——-to)” oder eine Reihe ch(t-—to 2

voraussetzen konnen und hitte genau wie oben fiir F(x) Reihen
+ o

(39) 20,,’(56—-&20)" resp. 2:0,,’(t-—~t0)" resp. ch’(t——to)_”-
gefunden und umgekehrt. Man schlieBt daraus, daB nur gleichzeitig F'(x)
in z, und ®(f) in #, einen Pol oder einen Verzweigungspunkt x'** Ord-
nung oder eine wesentlich singulire Stelle haben konnen.

Falls endlich ¢ = #, ein isolierter Verzweigungspunkt unendlich hoher
Ordnung fiir ®(¥) ist, so bleibt fiir F(x) nur das gleiche Verhalten an
der Stelle z = z, iibrig. Damit ist der in Rede stehende Satz bewiesen®),

*) Es laBt sich noch zeigen, daf wenn ®(f) in einem Punkte des Konvergenz
kreises K konvergiert, F'(#) in dem entsprechenden Punkte C, ebenfalls konvergiert
nud umgekebrt (cf. (13) und (15)). Auch der Abelsche Satz und dessen von Herrn
Stolz gegebene Verallgemeinerung iiber die gleichmifiige Konvergenz bis in die Grenze
hinein lassen sich ohne besondere Schwierigkeit iibertragen (Abel, Oeuvres I p. 223;
Stolz, Schlémilchs Z. 29, p. 127). Ich unterdriicke der Kiirze halber diese Beweise.
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Beispiele. Wir haben Ausdriicke der Form
dp(z) 1 1
o v@—z T 7

wo P(f) = %- + $B(r) ist, nach Potenzen von 7 zu entwickeln. Der ein-

fachste Fall wire P(z) = const. =b zu setzen; 2z = ¢(r) ist dann eine
lineare Funktion von z und das Innere des Einheitskreises der 7z-Ebene
wird auf das AuBere eines Kreises K mit dem Mittelpunkte z — b der
z-Ebene konform abgeleitet. Die auf diese Weise sich ergebende poly-
nomische Entwickelung fiir das Innere von X ist mit der Taylorschen
Reihe identisch; es ist namlich:

dv@ 1
dr  Yr)—=x

+ o=

P@) ==Y,
a
Betrachtet man dagegen den nichst einfachen Ansatz:
171
z=¢(t)=~2—(—1—+t),
so entspricht dem Innern der Kreise |7| = const (< 1) das AuBere von

konfokalen Ellipsen der z-Ebene mit den Bremnpunkten + 1 und — 1;
setzt man also

dap(z 1 1 S
o) =%, >'¢(z)—x+ =2 Pu@,
[4]

so 1Bt sich jede im Inneren einer Ellipse mit den Brennpunkten + 1
regulire analytische Funktion in eine Reihe 2 a, P, (z) entwickeln. Diese

0
Polynome P, (z) lassen sich leicht bestimmen. Es ist
27 —2x 1 1
) “1*%m+ﬁ‘f-@+w§:ﬁ+z_u—wﬁrﬁ

) (—1)»! (— 1) -2 .
o) = (z— @+Va2 —D)*? T (r—@—VYa* =Dy *!

v 1)
P,(x) ist nach Definition gleich ’Z———Tg,l, also

—1 1
P e P T
= — = V&) + e+ VA= D)T®)

*) In der Entwickelung von Funktionen, die in einer Ellipse mit den Bremn-
punkien -1 regulir sind, nach diesen Polynomen ist Herr Picard anf anderem

P(z) =
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Setzt man hierin z = cos ¢, so ist P, (z) =— 2 cos vo; die Gleichung
P,(x) =0 hat also » reelle Wurzeln, die simtlich zwischen —1 und 41
liegen. Die Entwickelung von P,(z) nach Potenzen von z lautet:

1'+2

fir gerades v:  P,(2)=(—1) % 2 (1 + 2 5 (—— v?) + —vH(2F—2) .-
%—gic-v%<2i—v%-~<$i?§i—w%),
v+l 3 5
fiir ungerades »: P, (z)=(—1) ? 2v (% + % (1—v9)+ -;—f—' (1—*)(3*—v?)+

-+ %1;(1——1}2)(32——1/2)-~<v—22—712)) .

Wihlt man dagegen als erzeugende Funktion (s. die Bemerkung p. 398/399):
1 1 1 1

1 1
2t P —2  1—20a+ 0 gyz—1 (z._@—;/zz—.fn_z_(x.»vﬁ:—n)

- i@,
0

1 v+l yv+1\ _ sin(r-}1g
——-————~—2V£2___1 ((w—{—]/x?‘——l) ——(x—-—]/a@——l) )—Wsinqz ,

wobei wieder z = cos @ gesetzt ist. Die Koeffizienten TT (2) s. bei
Schlomilch, Alg. An. p. 245 (2. Aufl.).

Die Funktion

so erhialt man

T, () =

ist bekanntlich die erzeugende

V2t (% @) —x) - V1i—2zx}+ 22
Funktion der Legendreschen Polynome, nach denen man auch Funk-

tionen, die innerhalb einer der obigen konfokalen Ellipsen regulir sind,
entwickeln kann. Diese Polynome subsumieren sich zundchst nicht unter
die vorausgeschickte allgemeine Theorie. Inwieweit sich dies trotzdem
durch Modifikation und Erweiterung dieser Theorie erreichen 138t, méchte
ich einer spiteren Untersuchung vorbehalten.

Als letztes Beispiel sollen diejenigen Polynome P,(x) betrachtet
werden, die zu Lemniskaten gehoren, deren Brennpunkte wieder die Punkte
z =+ 1 seien; Die Rolle der Kurve C,,, wird hier von der Lemniskate
mit Doppelpunkt iibernommen, deren Gleichung lautet:

E-D'+ ) (E+D+ 99 =1.
Die Funktion ¢(t) ist jetzt die folgende:

1) s=v@=2VIF e =21+ 5 3L () +E52 () —+ ).

Wege gelangt, traité d’an. t. II, pag. 288; cf. auch Heine, Kugelfunktionen, Bd. I,
pag. 198.
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Die Gleichung (1) nach v aufgeldst gibt:
1
@ VE+hE—1’
den Kreisen |z| = const. entsprechen also in der 2Ebene Kurven von der
Eigenschaft, daB das Produkt der Entfernungen 1z, — 1z gleich einer
Konstanten ist; das sind aber die obigen Lemniskaten.
Wir haben nun folgende Funktion nach Potenzen von 7 zu entwickeln:

27
dyp(r) 1 +_~= Vi 1® ’
dr p)—z 1422 —7zx

. 27 _ x . 1
"‘(1-}—;% Vf:,:;z) R
Vl—}—z’

_.221:”.70” 14q%) 2 —Zz”x”“(l—!-ﬁ)

Indem man alle hier auftretenden Potenzen von (1 +7)® nach der
binomischen Reihe entwickelt, und dann die Koeffizienten gleicher Potenzen
von t zusammenfaBt, erhdlt man:

- P, () =z +xzv+2(("”1+1)_2) +x2,,_4<(~—v2+2>_2(-*1’1+1>)
e (WA )
T (e T ) T

=g +2(__1)k” j‘l’ (Z) g2 -2k
1

—2p-41 —2943 —2941
sz+1<x)=xgv+1+xw_,((-—-——2 ),_2)”%-3((——————2 )—o 3 ))
2 1

1

+
&N
<

{
TN

|

[ ]
W Mde
4

[#23
v
|

Do

|

no
N e
-+

[/
S
~—

e (F)o(3)) ()l )

v k4

- 2 2k-4+1 (2 DHRr—1D(2v»—3 2y —3k-1-3
- g2+l +Z"(”1)k "’2“5—}.;" (v 1)(29 )(2k” - ) (2 -+-3) 22v+1-2%
1
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Zu einfacher gebauten Ausdriicken gelangt man, wenn man von der Be-
merkung p. 398/399 Gebrauch machend als erzeugende Funktion die
folgende benutzt:
e _ 1
PY(r)—zx 1 7%

Vite

v $1"L’v(1+ Z2)T

Es ergibt sich

— v+ 2 — v+ 4
ﬂ,(x)=x”+x”—2( 2 >+xv—4< 2 )+
1 2

§ 3.
Bisher spielte der Punkt oo als Pol der Polynome eine ausgezeichnete
Rolle; durch die Substitution _ !

!z kann man dieselbe einem beliebigen
im Endlichen gelegenen Punkte « zuerteilen; man gelangt so ohne weiteres
zu folgender Verallgemeinerung:

C sei eine geschlossene regulire analytische Kurve auf der Riemann-
schen Kugelfliche, S eines der beiden Continua, in welche die Kugel
durch O geteilt wird, « irgend ein Punkt des andern Continuums; dann
158t sich jede in S regulire analytische Funktion F'(z) in eine Reihe

F(z) = 2% P, (x}_u)
entwickeln. 0

Ferner besteht folgender Satz:

Wenn das Gebiet S besteht aus der Kugelfliche mit Ausnahme von
zwei Continuen S, und S;, die von den reguliren analytischen Kurven
C, und C, begrenzt sind, und wemn «, ein beliebiger Punkt von §,,
o, ein solcher von S, ist, so laBt sich jede in S regulire analytische
Funktion in der Form

Sam(to)+ Fewr (L)

darstellen. Ein neuer Beweis ist nicht not1g, da nach dem Cauchyschen

Satze
F(2) f F@ gz +{F (z; dz,
4

wo die Integrationen so zu nehmen sind, daB das Ge‘met 8 zur linken

bleibt; in den beiden Integralen ist nur das Differential _
oben zu transformieren.

Genau die entsprechende Entwickelung gilt natiirlich, wenn das
Regnlarititsgebiet S von F(z) aus einem # fach zusammenhingenden
Continuum besteht.

ebenso wie
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Eine Erweiterung der Theorie dieses Aufsatzes nach einer anderen
Richtung hin 138t sich bewerkstelligen, indem man die bisherige wesent-
liche Voraussetzung fallen liBt, daB die Funktion ¢(z) welche das AuBere
der gegebenen Kurve C auf das Innere des Einheitskreises abbildet, auf
dem letzteren keinen singuliren Punkt habe.

Diese Voraussetzung war bisher eine wesentliche. Falls nimlich —
um ein ganz extremes Beispiel anzufithren — #(z) sich nicht {ber den
Einheitskreis festsetzen 1i8t, wihrend die darzustellende Funktion die
Kurve C -zur natiirlichen Grenze hat, so versagt zwar durchaus nicht die
Definition der Polynome P,(z), wohl aber vollstindig die durch (23)
gegebene Darstellung der a,. Es scheint mir nun, daf man durch Kon-
tinuitatsbetrachtungen, indem man v (z) durch passend gewihlte Funktionen
approximiert und dann zur Grenze iibergebt, auch im allgemeinsten Falle

die wichtigsten ausgezeichncten Kigenschaften der Reihen 2 a, P,(x)
beweisen kann.

Doch will ich mit Verzicht auf diese Eigenschaften hier nur zeigen,
daB eine Funktion F(z), die in einem von irgend einer stetigen sich
selbst nicht schneidenden geschlossenen Kurve C begrenzten Gebiete S
sich regulir verhilt, in eine Reihe von Polynomen entwickelt werden
kann, welche in jedem Gebiete, das ganz innerhalb S liegt, gleichmiBig
gegen F(z) konvergiert.

Man betrachte zu diesem Zwecke eine unendliche Reihe geschlossener
Kurven C,, C,, - -+ von folgenden Eigenschaften:

1) Jede Kurve "C; besteht aus einem einzigen reguliren analytischen
Zuge. (Das von C; begrenzte Gebiet moge S; heiBen.)

2) C.,, verlduft ganz auBerhalb C;.

3) lim C, = C#).

Die in S, giltige Entwickelung der in S reguléiren analytischen Funk-
tion F(z) laute:

Flz) = DVad PO(z)  (cf. p. 394).
0

*) Bs ist wohl nicht ndtig, diese von selbst verstéindliche Ausdrucksweise durch
Anschreiben einiger Ungleichungen zu prézisieren; die Existenz der oben verlangten
Kurven O, 148t sich auf verschiedene Weisen einsehen; man beachte z. B. daf Herr
Jordan (cours d’an. I, p. 92ff. (1893)) die Kurve C durch ganz im Innern derselben
verlaufende Polygone approximiert; das Innere (oder auch das AuBere) eines solchen
Polygons kann nun auf das Innere des Einheitskreises der «'-Ebene abgebildet
werden; das Abbild eines Kreises der #'-Ebene mit dem Radius 1 — ¢ gibt nun, falls
& geniigend klein gewihlt ist, und auch das Polygon schon nahe genug an der Kurve
C verliuft eine Approximation der letzteren von der gewiinschten Art.
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Ferner sei ¢, &,,--- irgend eine Folge positiver der Null zustreben-
der Zahlen; man bestimme m,, m,, - - - so, daB

- 1
F(x) — Ew o®P®(x £
(1) () < v) v ()§< %

ist fiir alle 2 innerhalb S,_,. Ks sei

@) H (z) = Zﬂ‘ @) P{M(z)
und '

G.(2) = H,(2) — H,_,(z) (n>1);

G, (z) ist ein Polynom m,* Grades in z und

@ Sa,@

ist eine in jedem Gebiete, das ganz innerhalb C liegt, gleichmiBig gegen
F(z) konvergente Reihe. Denn

®  |F@-> 6,(0)| — | F@)— Hy)| <5, (asch 1)

|

fir alle # in S,_,; durch Wahl von % kann aber sowohl erreicht werden,
daB &, beliebig klein wird, als daB sich S, ;, von S beliebig wenig
unterscheidet.

Noch eine kleine Modifikation mdge angebracht werden: von den
drei Bedingungen, demen die Kurven C; zu genligen haben, mdge die
dritte dahin abgelindert werden, daB lim C,= L wird. L bedeutet dabei
anf der Riemannschen Kugel das Stiick (1, co) der positiven reellen
Achse; die Kurven C; kann man sich als sphirische Ellipsen mit den
Brennpunkten 1 und oo auf der Riemannschen Kugel- denken.

Man sieht auf diese Weise ein, daB jede auf der lings L auf-
geschnittenen Kugel regulire analytiseche Funktion F(z) sich in eine
Reibe von Polynomen

F@) = 6@

entwickeln 1i8t, die in jedem endlichen Gebiete, dessen Begrenzung keinen
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Punkt mit L gemein hat, gleichmiBig konvergiert. Speziell moge fiir
F(z) die Funktion

gewihlt werden:

1—=z
1 @*n
(6) = > G, (@),
0
WO

(7) G, (@) = D .

Von dieser polynomischen Entwickelung von -1-5—5 ist, wie Herr Borel¥*)

gezeigt hat, nur noch ein Schritt zu folgendem Theoreme des Herrn
Mittag-Leffler®¥):
Von jedem singuldren Punkte « der durch die Taylorsche Reihe:

ay + o,z + a2t + - --

definierten Funktion F(2) moge der geradlinige Schunitt L, dessen Ver-
lingerung durch den Nullpunkt gehen wiirde, ins Unendliche gefiihrt
werden; das so entstehende Continuum heift der zu F(x) gehorige Stern.
Der Satz des Herrn Mittag-Leffler behauptet nun:

F(r) kann in dem Sterne dargestellt werden durch die polymomische
Entwickelung

®) Fla) = Sla, @),

die in jedem endlichen ganz innerhalb des Sterns gelegenen Gebiete gleich-
miBig konvergiert, und zwar ist

9) 9,(2) = D a2
0

(Die y sind die gleichen wie in (7), also von den a, und « vollig un-
abhingig.)
Beweis nach Herrn Borel (a. a. 0.): Nach (7) gilt, solange y = —;c—

auf ein endliches ganz auBerhalb der reellen Achse 1 — oo der y-Ebene
gelegenes Gebiet beschrinkt bleibt,

(19) =)

*) Ann, éc. norm. 10 (1899).
**) acte. math, 23 (1899),
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Die Voranssetzung iiber %’— ist bei festem z mit der folgenden identisch:

(11) 2 muB auf ein endliches Gebiet beschrinkt bleiben, dem kein
Punkt der Geraden L, angehort (auch nicht als Begrenzung).

Ist 2 nicht fest, so muB diese Bedingung fiir alle in Betracht kommen-
den L, erfiillt sein.

Ist nun innerhalb des obigen Sterns eine geschlossene Kurve C
gelegen, die das Gebiet S begrenzt, so soll fiir S die gleichmifBige Kon-
vergenz der Entwickelung (8) bewiesen werden. Man denke sich zu dem
Zwecke eine ganz aufBlerhalb S, aber noch ganz innerhalb des Sterns ver-
laufende geschlossene den Nullpunkt umschlieBende Kurve C, gezogen,
sodaB die Verlingerungen der vom Nullpunkte nach den Punkten der C,
gezogenen radii vectores iiber C, hinaus ganz auBerhalb S verlaufen.
Dann trifft die Bedingung (11) fiir alle 2z auf C, und alle 2 in § zu und
es besteht fir #» > »" und fiir alle diese z und 2 die Ungleichung:

- () <

Nun ist aber nach dem Cauchyschen Satze:

. 1 F2)
2

G

die Reihe (10) ein und erhilt:

(12)

1___.

Hier setzt man fiir

1%
z

1 F@=3 [*2a (= )dz+/1"@(—l—~——2G( ))

I A
!

Das Maximum von i%@i auf C, sei G, die Bogenlinge von C; sei L,
dann ist nach (12) fir n > #":
2| <e /

F(z)— 2‘ / 9 a,(
gleichmaBig fiir alle 2z in S. Beachtet man noch, da8
F
(16) J 29 s =

(15) @ ; ldz|<e-G-L
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und setzt diesen Wert in (15) ein, so hat man die oben behauptete in S,
d. 1. in einem beliebigen ganz innerhalb des Sterns gelegenen Gebiete
gleichmiBig konvergente Entwickelung:

)= Dg,@),

WO

9.(@) = Dy a2,
1
Miinchen, April 1902.




