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Der Text der Aufgabe lautete:

»Bekanntlich hat Weierstral vor 25 Jahren zuerst bewiesen, daB jede
in einem Intervall stetige Funktion mit beliebiger Gen_quigkeit durch cine
ganze rationale Funktion approximiert werden kann. Uber die Abhingig-
keit des hierzu erforderlichen kleinstméglichen Grades dieses Polynoms von
der vorgeschriebenen Genauigkeitsgrenze sind die ersten Untersuchungen in
neuerer Zeit gemacht worden, von de la Vallée Poussin (Bulletin de 1’Aca-
démie de Belgique, 1908) und Lebesgue (Rendiconti del Circolo Matematico
di Palermo, Bd. 26, und Annales de la Faculté de Toulouse, Ser. 8, Bd. 1).
Ob die hierbei erzielten Abschiitzungen des Grades als Funktion der Ge-
naunigkeitsgrenze noch ibertroffen werden konuen, ist ein offener Fragen-
komplex.

Die Fakultit wiinscht, daB in dieser Richtung cin wesentlicher Fort-
schritt gemacht werde; ein solcher wiirde z B. in der Beantwortung der
folgenden von de la Vallée Poussin (S. 403) gestellten Frage liegen: Kon-
vergiert im Falle eines festen gegebenen Linienzuges das Produkt von
Genauigkeitsgrenze und zugehirigem Minimalgrad mit ersterer gegen Null 2¢

‘Das Urteil der Fakultit war folgendes:

nDer Verfasser hat zuniichst mit groBer Sorgfalt und sehr iibersichtlich
alles zusammengestellt, was iiber die verschiedenartigen zum Thema gehirigen
Fragen schon vorhanden war. Das war bei der Kompliziertheit der auf-
tretenden Begriffe bereits keine leichte Aufgabe. Im Hauptteil seiner Ar-
beit ist Verfasser in mebreren Beziechungen iiber dic bisherigen Grenzen
des Wissens hinausgegangen. Seine Ergebnisse sind um so Lsher zu be-
werten, als Lebesgue und de la Vallée Poussin, denen die ganzen Frage-
stellungen ihre Entstehung und Forderung verdanken, inzwischen d. h. seit
Stellung  dieser Preisaufgabe weitere Ergebnisse in dieser Richtung publi-
ziert haben, ohne einige bestimmte.Zicle zu erreichen, zu denen Verfasser
gelangt.

Aus allen diesen Griinden ist die Abhandlung als eine sehr gute
Bearbeitung der Preisfrage anzusehen. Der Verfasser hat sich in einen
schwierigen und umfangreichen Stoff erfolgreich eingearbeitet und hat im
Wettbewerb mit Mathematikern ersten Ranges die Wissenschaft um wert-
volle Ergebnisse bereichert. Er hat ferner alles auBerordentlich klar dar-
gestellt, und seine Arbeit wird daher dem Forscher und dem Lernenden
von groflem Nutzen sein. Daher erkennt die Fakultit der Arbeit den
Preis zu“. '

Tag der miindlichen Priifung: 12. Juli 1911.
Referent: Herr Prof. Dr. Landanu.
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KEinleitung.

1. Erlé.uterﬁng der Aufgabe.

Weierstrafi!'*) hat im Jahre 1885 den ersten Beweis des
folgenden Satzes gegeben, der seitdem auf mannigfache Weise her-
geleitet worden ist2*¥):

Ist f(x) eine im Intervalle a<2x =<0 eindeutig de-
- finierte stetige reelle Funktion der reellen Ver-
dnderlichen #, und ist 0 eine willkiirlich gewdhlte
positive GrofBe, so gibt es eine solche ganze ratio-
nale Funktion P(z), daf im ganzen Intervalle e =<2=0b

@) —P@)| <o
ist.

Es ist klar, daf im allgemeinen der Grad des Polynomes P(z)
hther und hther genommen werden muf, wenn man ¢ ‘kleiner und
kleiner wahlt. Lebesgue® hat nun die Frage aufgeworfen,
was fiir eine Bezichung aufgestellt werden kann zwischen & und
dem Grad eines Polynoms niedrigsten Grades, welches der obigen
Ungleichung im ganzen Intervalle geniigt, bei gegebener Funktion
f(z). Der Weise, wie wir das Problem behandeln werden, ent-
spricht es besser, die Frage umgekehrt zu formulieren: Wenn das
Intervall (a,b) und die Funktion f(z) und aufierdem eine obere
Grenze fiir den Grad des Polynoms P(z) gegeben sind, wie klein
kann dann & gemacht werden?

Ist P(x) irgend ein hestimmtes Polynom nten Grades, so hat
der Ausdruck |f(z) — P(z)| im Intervalle ¢ = x = b natiirlich einen

*) Siehe das Verzeichnis der in der Einleitung zitierten Abhandlungen auf

S. 14—15.
" **) Wegen einer Zusammenstellang verschiedener bis zum Jahre 1905 ange-
wandter Beweismethoden siehe das mit der Nummer 2 zitierte Buch von Borel.
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grofiten Wert. Dieser grofite Wert ist eine Funktion der Koeffi-
zienten von P(z). Wenn man sdmtliche Polynome nten oder
niedrigeren Grades betrachtet, so hat diese Funktion eine ganz
bestimmte untere Grenze, die bei festgehal'tenem a, b und f(x) nur
noch von » abhéngt; wir konnen sie mit ¢(n) bezeichnen. ¢(n)
ist im allgemeinen positiv. Es ist ndmlich nur dann gleich Null,
wenn f(x) selbst ein Polynom nten oder niedrigeren Grades ist.

@ (n) nimmt offenbar bei wachsendem # niemals zu. Der Weier-
strafBsche Satz sagt aus, dal hm @(n) = 0 ist fiir stetiges f(x).

Unsere Aufgabe besteht darm, be1 gegebener Funktion f(z) tiber
den Verlauf der Funktion ¢ (1) Nédheres auszusagen.

Es ist nicht ohne Interesse zu bemerken, daff man der Auf-
gabe einen noch schidrferen Sinn beilegen kann. Tschebyschef?
hat ndmlich Untersuchungen angestellt, die in der modernen Aus-
fihrung von Kirchberger® zu dem Ergebnis fithren, da es ein
und nur ein Polynom nten oder niedrigeren Grades gibt, fiir
welches die maximale Abweichung tatsdchlich die untere Grenze ¢ (%)
erreicht; es handelt sich also nicht blo8 um eine untere Grenze,
sondern um ein wirkliches Minimum. Allein die explizite Be-
rechnung der Koeffizienten der Tschebyschefschen Polynome
und der Abweichung ¢ (z) ist auBlerordentlich miihsam, auch bei
sehr einfachen stetigen Funktionen f(z); man gelangt auf diese
Weise nicht einmal zu der Erkenntnis, dafl hm q)(n) = 0 ist. Zu

dieser Entdeckung fiihrte erst das Verfahren von WeierstraB.
Wir werden im folgenden von den Tschebyschefschen Me-
thoden und Resultaten keine Anwendung machen*).

Die genaue Bestimmung der Funktion ¢(n) scheint sich ele-
mentaren Betrachtungen iiberhaupt zu entziehen. Unser Problem
ist hier, @(n) asymptotisch abzuschitzen. Wir wollen bei gege-
benem f(x) eine einfache, fiir n = oo von positiven Werten aus
zu O strebende Funktion ¢(») explizit so bestimmen, daB in der
Landauschen Bezeichnung ¢ (n) = O (v (r)) bezw. @ (rn) = o (v (n))
ist; d. h., daB es eine solche Konstante 4 gibt, da fiir alle posi-
tiven ganzzahligen Werte der Argumente**) (wir braucl(le;l nur

@pn

solche Werte zu betrachten) von einer gewissen Stelle an W) <A
ist, bezw. daf lim :gng = Q ist.

*) de la Vallée Poussin hat diese Methoden in einer neulich erschie-
nenen Abhandlung benutzt, um zu einem Satz zu kommen, den wir spiter be-
sprechen werden: siehe S. 12; auch 8. 15, Nr. 14.

*) Bei Landau kommen im allgemeinen alle Werte des Arguments von
einer gewissen Stelle an in Betracht.

N
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Man konnte zundchst fragen, ob es fiir alle stetigen Funkt-
ionen f(x) eine einzige solche Funktion p (1) gibt. Lebesgue ¢*)
hat gezeigt, daf das nicht der Fall ist; d. h., daB wenn % (%) noch so
langsam gegen O konvergiert, man immer doch eine stetige Funk-
tion f(z) konstruieren kann, bei welcher das Verh4ltnis von @ (n) zu
¥(r) nicht endlich bleibt. Wir werden spiter diese Behauptung
sehr einfach beweisen**), und zwar noch mehr***), nimlich, daB

man f(z) so wiblen kann, da8 %)l nicht nur nicht endlich bleibt,

sondern fiir # = oo unendlich wird. Wenn wir von der Funktion
f(2) nur voraussetzen wollen, daB sie stetig ist, konnen wir nur
sagen, da8 ¢@(n) = o(1) ist; diese Relation ¢(n) = o(1) ist der
Inhalt des Weierstrafschen Satzes.

Um weiter zu kommen, miissen wir iiber das Verhalten von
f(#) etwas mebr annehmen. Der Klarheit halber wollen wir die
entsprechende Funktion @(n) mit ¢,(n) bezeichnen. Nehmen wir
z. B. an, daB f(z) einer Lipschitz- Bedingung geniigt, d.h., da8
immer

If(x2)—f(xl)]§ll'x2—xll
ist, wo A eine Konstante bedeutet, so ist es in der Tat mdglich,
eine Funktion ¢ (n) mit den verlangten Eigenschaften zu finden.

Es wird unser erster Satz sein, daB in diesem Falle ¢, (n) = 0(%)
ist. Nachdem wir das festgestellt haben, entsteht die Frage, ob
wir % dann durch eine andere Funktion ersetzen kénnen, die noch
stirker gegen O konvergiert. Wir werden sehen, daf das nicht

der Fall ist, daB ¢,(n) nicht o(%&—) zu sein brauchtf). Wir ge-

langen also in diesem Sinne zu einem abgeschlossenen Resultat.
Sitze #hnlicher Art konnen auch im Falle von anderen als Lip-
schitz - Bedingungen aufgestellt werden. Dann wiirde aber noch
die Frage sein, ob es etwa eine Funktion gibt, die einer Lipschitz-
Bedingung geniigt, und zu der trotzdem ein solches ¢ (%) gehdrt,
daB ng(n) nicht nur nicht den Limes O hat, sondern fiir alle »
oberhalb einer festen positiven Grenze bleibt. In dem Falle kjnnte

. . 1
man erst sagen, daB ¢(n) tétsdchlich die Grifenordnung w hat,

*) S.109—112 der Abhandlung; siehe auch Zitat Nr. 18, 8. 210, und eine
frithere Andeutung bei de 1a Vallée Poussin?t, 8. 221 :
**) Satz XI.
)| Vgl. erste FuBnote auf S. 112 der Abhandlung 6.
1) Satz XII. ‘
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d.h., daB sowohl ¢ (#) = 0(—11;) als auch ;1; = O(p(n)) ist. Diese

Frage weifi ich nun nicht zu beantworten. Ich werde jedoch
folgendes zeigen: Es existiert fiir jedes positive % ein f(z), das

einer Lipschitz-Bedingung geniigt, fiir welches aber 1 = 0(g,(n))
ist*), ¢,(n) also auch nicht fiir ausgewihlte Werte von n
rascher als — T gegen 0 konvergiert. Ob es zu jeder Funktion

f(x), die einer Lipschitz-Bedingung geniigt, eine Reihe von Grad-
zahlen %, n,, ... m,;, ... gibt, so daf fiir die Zahlen dieser Reihe
Lim n,g,(n) = O ist, bleibt eine offene Frage.

Eine andere Frage, bei der wir nicht zu voller Aufklirung
kommen, ist die, inwieweit man notwendige Bedingungen aus-
driicken kann, damit ¢(n) eine gegebene GrioBenordnung besitzt.
Wir werden sehen, dafi man in der Tat in einigen Fillen aus der
Grofenordnung von ¢, (n) auf die Existenz von Ableitungen von
f(x) schliefen kann**).

Bis jetzt haben wir uns nur “fiir gewisse Eigenschaften der
Funktion f(z) interessiert. Wir konnten uns natiirlich #hnliche
Fragen iiber die Anndherung einer ganz bestimmten Funktion
gtellen. Das wollen wir im Falle einer Funktion, die von besonderer
Wichtigkeit ist, wie wir spéter erkennen werden, ndmlich der
Funktion |z| im Intervalle —1 =z =1.

DaB fiir diese Funktion jedenfalls ¢ (n) = 0(%) ist, kann

man leicht zeigen, auch ohne den oben erwihnten allgemeinen
Satz iiber Funktionen, die einer Lipschitz- Bedingung geniigen.
- Nun bemerkt de la Vallée Poussin?: Il serait trés intéres-
sant de savoir s'il est impossible de représenter I'ordonnée d’une
ligne polygonale avec une apprommatlon d’ordre supérieur & 1:n
par un polynome de degré n. Diese Aufgabe ist noch ungeldst.
Wir werden die Schra.nken, in denen man die Losung zu
suchen hat, etwas zusammenziehen durch den Satz, daf ¢ (») von

keiner htheren Ordnung der Kleinheit sein kann als —
nlog n

Dem Problem der Anniherung durch ganze rationale Funk-
tionen ist ein anderes nahe verwandt, das Problem der Anniherung
durch endliche trigonometrische Summen. Unter ,endlicher trigo-
_nometrischer Summe“ oder schlechtweg ,trigonometrischer Summe*

***).

*) Satz XV, **) .Stz XVIIL ++4) Satz IX.
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nter Ordnung verstehen wir in dieser Abhandlung stets einen
Ausdruck von der Form

a,+ a, cos £ + --- 4 a, cos nx
+b,sinz+--- 4+ b, sin nx.

Diesen speziellen Sinn wollen wir der Ausdrucksweise fiir unsere
Zwecke etwa als Definition beilegen. WeierstraB8?® hat gezeigt,
daB jede stetige periodische Funktion von der Periode 2z mit be-
liebiger Grenaunigkeit durch trigonometrische Summen gleichmiiSig
angendhert werden kann, und I.ebesguc*) hat Untersuchungen
iiber die Beziehung zwischen der Ordnung der Summen und der
Genauigkeit der Anndherung verdffentlicht. Ist f(z) eine stetige
Funktion mit der Periode 2z, so hat der absolute Betrag
der Differenz zwischen dieser Funktion und irgend einer vor-
gelegten trigonometrischen Summe einen griSten Wert; die untere
Grenze dieses Maximums, wenn man simtliche trigonometrische
Summen nter oder niedrigerer Ordnung betrachtet, wollen wir
mit 7(n) oder z,(n) bezeichnen. Die untere Grenze ist wieder ein
Minimum, wie von Fréchet® und anderen bewiesen wurde. Wir
werden zeigen, daB, wenn f(z) einer Lipschitz-Bedingung geniigt,

dann z,(n) = 0(%) ist*); wir werden auch Sdtze ableiten, die

einigen anderen von den Resultaten iiber Anniéiherung durch ganze
rationale Funktionen entsprechen.

Noch eine andere Aufgabe 1dBt sich zum Teil mit denselben
Methoden behandeln, némlich die, die Genauigkeit der miglichen
Anniherung einer Funktion zweier bezw. mehrerer Variabler durch
ganze rationale Funktionen der Variablen zu untersuchen.

Einen Beweis dafiir, da8 hier das Analogon des Weierstraf-
schen Satzes gilt, scheint zuerst Ingrami® publiziert zu haben;
seitdem sind verschiedene andere Beweise gegeben worden.
Entsprechende Untersuchungen Tschebyschefscher Art sind
von Kirchberger5 Tonelli® und Sibirani®). Wir bezeichnen
wieder mit @(n) oder ¢,(n) die untere Grenze der griSten Ab-
weichung eines Polynomes nten oder niedrigeren Grades von einer
Funktion f in einem gegebenen Bereiche, und gelangen zu Ergeb-
nissen iiber das Verhalten dieser Funktion ¢, die #hnlich sind den
wichtigsten derer, die wir fiir eine Veriinderliche erhalten.

*) Vgl 8. 13; Nr. 6 im Verzeichnis auf 8. 14.
**) Satz VI
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2. Niahere Besprechung der Literatur.

Der Satz, der grundlegend ist fiir die vorliegenden Betrach-
tungen, und den wir an die Spitze gestellt haben, wurde, wie
schon erwidhnt, von Weierstraf'® im Jahre 1885 bewiesen. Seine
Methode, die von einer Darstellung der gegebenen Funktion als
Limes eines bestimmten Integrales ausgeht, ist typisch fiir eine
ganze Klasse von Beweisen desselben Satzes, die seitdem von ver-
schiedenen Autoren gegeben worden sind, und ebenso fiir das Ver-
fahren, dessen wir uns hier zur Konstruktion von Anniherungs-
funktionen bedienen werden. Die Identitdt, die er zugrunde legt,
ist folgende:

f(x) = lim ——— A f'(u)e—( b )du.,

wo f(z) eine fiir alle reellen Werte von x stetige Funktion be-
deutet.

Kurz nach dem Erscheinen der WeierstraB8schen Abhandlung
“hat Runge!® unabhingig fiir den Weierstrafschen Satz einen
Beweis gegeben, der von einem anderen Typus ist. Man sucht
zundchst nicht eine Polynomdarstellung fiir die Funktion f(z)
selbst, sondern fiir eine Funktion einfacherer Art, die man durch
elementare Betrachtungen behandeln kann, und die so konstruiert
werden kann, dafl sie nur wenig von f(x) abweicht; man nimmt
z. B. die Funktion, die durch eine in die Kurve y = f(z) ein-
beschriebene gebrochene Linie gegeben ist. Auch ein diesem #hn-
liches Verfahren ist in spéteren Arbeiten vielfach angewendet worden
und wird uns hier von Nutzen sein; vgl. S. 40—41 und S. 53—b5.

Die Frage, wie der Grad des Anniherungspolynomes mit der
Genauigkeit der erreichbaren Anndherung zusammenhiingt, wurde,
wie auch schon gesagt, von Lebesgue?® im Jahre 1908 gestellt.
In einer kurzen Note gibt er ein Resultat an, welches besagt, daf
im Falle einer Funktion, die einer Lipschitz- Bedingung geniigt,

pn) = ()(\/ 105”) ist.
Bei wesentlich derselben Voraussetzung iiber die darzustellende
Funktion findet de la Vallée Poussin!'*) durch Anwendung

*) 8. 222 des Bandes. Er setzt explizit voraus, daB f(x) in jedem Punkt
eine Ableitung nach rechts und eine solche nach links hat (in den Endpunkten des

fe+uw)—f(z)
w

" fir w = O einen Limes hat, jedenfalls wenn w nur positive bezw. nur negative

Intervalls natiirlich nur nach einer Seite) d. h. daB der Quotient
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des frither von Landau'® benutzten Integrals

-

f(z) = lim = f @) [L — (u—2)]"du,

nN=o

] f (L — ),
das bessere Resultat, daB ¢ (n) = 0 (ﬁ:) ist. Kurz darauf kommt
n

er auf das Problem zuriick” und findet mittels des Integrals
fl@) = 11m——f e sm m(x a)d

dafl, wenn f(z) eine Ableitung*) von beschrénkter Schwankung

besitzt, g (n) = O (%) ist. Von einer einfachen Lipschitz-Bedingung

ist hier nicht die Rede. Das Integral, das wir brauchen werden,
ist dem eben angefiihrten #hnlich.

Lebesgue °**) gibt wieder die von de la Vallée Poussin
gefundene Abschitzung der Ordnung von ¢@(n) im Falle einer
Funktion f(z), die einer Lipschitz-Bedingung geniigt; er fiigt
eine Betrachtung des Falles hinzu, da8 f(z) nur der Lipschitz-
Dinischen Bedingung unterworfen ist

lim o (8) log & = 0,
0=0

wo @ (d) die obere Grenze der Differenz zwischen Maximum und
Minimum von f(z) in einem Intervalle von der Linge 0 bedeutet;

. 1
hier findet erep(n) = o(m).

Wichtiger fiir unsere Zwecke ist eine anderg Abhandlung von
Lebesgue'® iiber trigonometrische Anndherung, worin von An-
niherung durch ganze rationale Funktionen ausdriicklich gar micht
die Rede ist. Wenn man den engen Zusammenhang erkennt, der
zwischen den beiden Problemen der trigonometrischen und der
polynomischen Annigherung besteht, wie das z. B. in unserem Satz

Werte annimmt, und ferner, da8 diese Ableitungen beschréinkt sind. Er braucht aber

in dem Beweise nur die Beschrinktheit von (a;+u) mlAC)] (S. 2"4) d. h., die
Lipschitz-Bedingung.
*) Nach rechts oder nach links. Wegen der Erklarung des Ausdruckes

»von beschrankter Schwankung® vgl. S. 53 des folgenden.
*¥) 8. 112—114 des Bandes.
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XVII zutage tritt, so kann man aus dem Krgebnisse von
Lebesgue iber die Konvergenz der Fourier - Reihen schliefen,
da8 bei Voraussetzung der L1psch1tz-Bed1ngung p(n) = (lo;-fn)
ist*). Hier ist uns das Resultat von Interesse. Wie gesagt,
logn

werden wir % statt schreiben konnen (Satz I). Aber auch

die Methoden der Abhandlung lassen sich an verschiedenen Stellen
auf das Problem der polynomischen Anndherung anwenden, ent-
weder unmittelbar, wie da, wo man von einer Lipschitz-Bedingung
zu allgemeineren Bedingungen iibergeht**) (Satz V), oder nach
einer passenden Umformung, wie bei dem Beweise, daf es Funk-
tionen gibt, die einer Lipschitz-Bedingung geniigen, fiir die aber

das ¢(n) nicht o(—,l;) ist***) (Satz XII). Besonders wichtig ist

der Satz iiber die Beziehung zwischen der Anniherung, die man
durch irgend eine trigonometrische Summe erreichen kann, und
derjenigen, die durch die ersten Glieder der Fourier-Reihe der
darzustellenden Funktion gegeben istt) (Hilfssatz II). Dieser Satz
ist allerdings auch schon in der vorhin genannten Liebesgueschen
Abhandlung © 1) enthalten.

Beziiglich des Problemes, die Genauigkeitsgrenze ¢ (n) im Falle
der Funktion |z| nach unten abzuschitzen, hat de la Vallée
Poussin neulich einen Beweis publiziert, daf die Ordnung der
Kleinheit von @(n) nicht hgher als die von ——1——7 sein kann.

n (log n)
Er benutzt dabei die Eigenschaften der Tschebyschefschen
Anniherungspolynome, die sonst solche explizite Abschdtzungen
nicht ergeben haben. Wir werden durch anderes Uberlegungen

_ auf die schirfere Abschitzung ” l:gn als Grenze der Unbestimmt-

keit kommen (Satz IX).

Wenige Wochen vor dem Einlieferungstermin der Preisarbeit
hat S. Bernstein!® in eciner kurzen Note ohne Einzelheiten
seiner Beweise eine Reihe von Sidtzen veréffentlicht, die zum Teil
einigen derer, die hier folgen sollen, sehr #hnlich sind. Das ist
an drei Stellen hervorzauheben. Im Falle der Funktion |z| gibt

. . ' 1 .
diese No'te dieselbe Ordnungsgrenze 7logn’ die ich gefunden

*) 8.199—201 des Bandes. **) 8. 202. ) S, 202—206, 208—209.
+) 8. 196—198, 201. 1) 8. 116—117.
(Diese Seitenzahlen beziehen sich auf die Lebesgueschen Arbelten)



— 18 —

hatte; sie enthilt ein Analogon des Satzes II, aber mit etwas
~weniger allgemeinen Voraussetzungen, die sich im einfachsten Falle
nicht auf eine Lipschitz- Bedingung reduzieren, wie in unserem
Satze I, sondern auf die Bedingung, die de 1la Vallée Poussin
in seiner zweiten Abhandlung der Funktion f(z) auferlegt hatte;
und den Satz, den wir mit XVIII bezeichnen, enthilt sie, nicht
‘wie hier nur fiir gerade Indizes, sondern fiir alle Indizes. Aufier-
dem enthilt sie auch andere Sitze, die in dieser Abhandlung gar
nicht vorkommen.

Was die Genauigkeitsgrenze z(n) der trigonometrischen An-
niherung angeht, hat Lebesgue®*) im Falle einer Funktion, die

einer Lipschitz-Bedingung geniigt, z(n) = O (—\71:) gefunden, und
n
er'® hat es spiter auf z(n) = 0(19781.'_’_"_) gebracht; wir wollen

wieder _l_o_s_n mit —’1; ersetzen (Satz VI). Natiirlich sind die weite-

ren Ausfiibrungen von Lebesgue in seiner zuletzt zitierten Ar-
beit hier ebenso wichtig wie fiir das Problem der polynomischen
Anngherung. Der unten mit XIII bezeichnete Satz ist dieser Ar-
beit entnommen. '

Die Frage nach der Genaunigkeit der Anndherung durch Poly-
nome gegebenen Grades im Falle mehrerer Variabler scheint von
unserem Standpunkte aus nicht untersucht worden zu sein; doch
sind auBer der WeierstrafBschen Arbeit'¢ auch die von Hob-
son?” und Tonelli?® hier zu erwihnen, wegen ihrer Andeutungen,
wie die Formeln des Falles einer Veridnderlichen zu verallgemei-
nern sind.

3. Einteilung der Arbeit.

Im ersten Abschnitt des folgenden handelt es sich um obere
Abschitzung der polynomischen Anniherungsgrenze ¢(n) im Falle
einer Funktion f(#) einer Verinderlichen in einem gegebenen Inter-
valle a <2 <b. Wir finden, daB, wenn f(2) einer Lipschitz-Be-

dingung geniigt, ¢ (n) = 0(—}1—) ist (Satz I), und zwar nicht nur,

daB das Produkt ng(n) bei fest gegebenem f(x) eine endliche obere
Grenze hat, sondern auch, daB diese obere Grenze mit der Lénge
des Intervalls und dem Koeffizienten A der Lipschitz-Bedingung
proportional angenommen werden kann (Satz IV). Bei der Voraus-
setzung, daB f* () existiert und einer Lipschitz-Bedingung geniigt,

*) S.114—116 des Bandes.
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bekommen wir ¢ (n) = 0(71-,;) (Satz II); im Satz IIT geben wir

ein Resultat beziiglich der Anniherung der Funktion selbst und
ihrer Ableitungen gleichzeitig*). Wir machen dann andere Vor-
aussetzungen iiber die Beschaffenheit von /'(z), und schlieBlich be-
kommen wir zu eciner allgemeinen Bedingung

[f(@) )| = o(2,—2,])
die Abschitzung @(n) = 0 [w (-b e )] (Satz V).

n

Abschnitt IT enthilt das Analogon der Siitze I, 1I und V fiir
Anngherung durch endliche trigonometrische Summen. Der Ab-
schnitt IIT ist gewidmet der Untersuchung der speziellen Funk-
tion |z |, sowohl fiir sich allein als auch in ihrer Bezichung zu
anderen Funktionen, wobei wir ihre besondere Bedeutung crkennen.
Die verschiedenen schon erwihnten unteren Abschdtzungen von
@(n) und 7(n) bilden den Gegenstand des vierten Abschnitts.
Der des fiinften ist die Ausdehnung der Sétze [ und II und
anderer von den fritheren Reésultaten auf Funktionen mechrerer
Verédnderlicher.
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ABSCHNITT I

Obere Abschitzungen der Genanigkeitsgrenze () im Falle
einer Veriinderlichen.

(Annidherung durch ganze rationale Funktionen.)

1. Lipschitz-Bedingung: ¢ (n) = (—’12—)

In diesem Abschnitt soll von der Funktion, die mit f(z) be-
zeichnet wird, immer vorausgesetzt werden, daf sie eine in einem
Intervalle a =<2 =0b definierte stetige eindeutige reelle Funktion
der reellen Veriinderlichen z ist, und wenn von weiteren Be-
dingungen die Rede ist, denen f(z) unterworfen sein soll, ist
damit immer gemeint, daf diese Bedingungen auf das ganze Inter-
vall e =2 = b Bezug haben. Unter g (r) verstechen wir die in
der Einleitung erkldrte Genauigkeitsgrenze der Anniherung von
f(z) im Intervalle (a,b) durch ein Polynom nten oder niedrigeren
Grades.

Wir fangen an mit der Voraussetzung, da8 f(x) einer Lip-
schitz-Bedingung geniigt,

(1) . ' |f(xa)—f(x1)|—s—llxa_xll’
wo A eine Konstante bedeutet, und sprechen den Satz aus:

Satz I. Wenn die Funktion f(x) einer Lipschitz-
- Bedingung geniigt, so ist ¢, (n) = O(-}{)

Der Beweis wird naturgemdf den Verlauf nehmen, daB wir
zeigen, wie man eine solche Folge von Polynomen P, (z), P,(z), ...
bezw. hiochstens ersten, zweiten, ... Grades, und eine solche Kon-

stante K finden kann, daB fiir alle «# des Intervalls (a,5) und fiir
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alle »
IR ACIES 3=

ist.

Das geschieht in zwei Schritten, indem wir zunichst eine
Annéherungsfunktion fiir f(z) aufstellen, die kein Polynom ist,
und diese dann spédter durch ein Polynom ersetzen.

Der Satz folgt sofort in aller Allgemeinheit, wenn ich ihn
unter der Annahme beweise, daB a und b zwischen 0 und ¢ = L

. 2e
liegen. Denn irgend ein Intervall kann durch eine ganze lineare Trans-

formation in ein solches Intervall iibergefiihrt werden; die Giiltig-
keit der Lipschitz-Bedingung bleibt erhalten, bis auf eine eventuelle
Anderung des Zahlwertes der Konstanten i; und ein Polynom
nten Grades geht in ein Polynom nten Grrades iiber. Es wird
bequem sein, diese Annahme zu machen. Wir definieren f(z) dann
in den Intervallen (0, @) und (b,¢) so, daf die Bedingung (1) im
ganzen Intervalle (0, ¢) befriedigt wird, etwa durch die Festsetzung

f@) =7f@), 0=2=e; fl@)=710) b=z=ec
Jene Annaherungsfunktion wird nun folgendermaBen definiert: ,

Es sei
& [

i_‘/‘[smmu] m=12,..)
k., o L mu ( 1
gesetzt wird.

Sei ¢ eine Grifle, die den Ungleichungen

L,(=)

wo

0<e<a, O<e<c—0b

geniigt. Solange das Gregenteil nicht ausdriicklich betont wird,
soll ¢ dann festgehalten werden. Es sei angenommen, daf z dem
Intervalle (a, ) angehort; eine angeniherte Darstellang von (@)
wird nur in diesem Intervalle gesucht. Damnist —z <—e<e<¢—2%;

. es ist
f £(u )[51:;9(7;(14 )x)] du—j_‘_c—x (x+v)[smmv] v

=/ —£+f_a+f e o]




Andererseits ist

1 sin mu _ _1_ [sm mu]
o= =

(da der Integrand eine gerade Funktion ist)

[ S e

Wenn wir diese Gleichung mit %, f(#) multiplizieren, bekommen wir

fla =T[f_s+f +f f) 222 ]

Demnach ist

@ 1=t = %[ [ [feern-re]| o a

—I—I;S+_£c—xf(x+u)[Si:l;"“]4dza—ﬁ:e_f f(x )[_Sln m“} du].

~ Wir haben jetzt diesen Ausdruck abzuschiitzen.

Von der Abschdatzung heben wir drei Teile fiir sich hervor,
da sie spdter in einer verallgemeinerten Form wieder zur An-
wendung kommen werden.

Abschitzung I. Es gibt eine solche von m unabhingige
Konstante ¢,, daB

ist. Denn

Cr ot 4 U=C[ o} 4
[ty = L[ g
mu m - .mu
0 u=0

f”w[smv] glfc[sin u]‘du,
m mJy L v

da der Integrand nirgends negativ ist. Wir brauchen dann nur .
1 =fc{sin u]‘d
G o L

Abschitzung II. Es gibt eine solche von m unabhingige
Konstante ¢,, daf

zu setzen.
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Andererseits ist
1 c[sinmu 1 [smmu]
&, _j(; mu ] =2 f mu
(da der Integrand eine gerade Funktion ist)
—¢
S )

Wenn wir diese Gleichung mit %, f(x) multiplizieren, bekommen wir

o= 5[4 o fole]

Demnach ist

@) I.(x)—f(z) = Fom [ f [f(x ) —f(@ )Hsm mn] i

mu

II

e el e [ ] e

~ Wir haben jetzt diesen Ausdruck abzuschétzen.

Von der Abschdatzung heben wir drei Teile fiir sich hervor,
da sie spidter in einer verallgemeinerten Form wieder zur An-
wendung kommen werden.

Abschdtzung I. Es gibt eine solche von m unabhingige
Konstante ¢,, daB

ist. Denn

4 1 4 U==c H 4
f [—sinmu]du_:_l_f [smrrﬂ} d (mu)
o L mu mJ, o L mu
me 3 4 C 4 )
=_1_f [va]dvi—l—f [smu]du’
- mJ, v mJy L w
da der Integrand nirgends negativ ist. Wir brauchen dann nur

1 Crsinul
o =J 5]
K7 o u
zu setzen.

Abschitzung II. Es gibt eine solche von m unabhingige
Konstante c,, daB
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Nach der Bedmgung 1) ist

also

lf o[t | < T2,

f o) Do au| = 0
__-Mc2
|flo+0) — F@)| < Alul,

[ e[S a d

<f @+ u) - f()l[sm’"“]

<'1_/;8I I[smmu]

: &
— ol [_swzz] du< 2
0 m m

nach Abschitzung IIIL.
Endlich ist nach Abschitzung I

1>
&

m

1 k,, cm
e,m’ 2"“'2

Durch Einsetzen dieser Ungleichungen in (2) bekommen wir

[f() -

. C
oder, wenn wir Tz‘-(%

()]<_€ﬂ 24, | 4Me,
2 m’ m’ b

¢+ 4Mc,) = K, setzen,
1

Damit ist der erste Schritt des Beweises fertig.

Gehen wir nun

dazu iiber, die Anniherungsfunktion I, (%)

durch ein Polynom zu ersetzen.

sin £

£
sin m (u — z)
m(u—z)

w0 P,,, ein Polynom

1-— §I+B§T*"'>
B Choal) MR I3 C oot
L A PN

1\e+t maww(u_mzui
+ U gy

I’&m + ra,m )

2sten Grades in (w —2) ist. Fiir alle Werte
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von % und z, die hier in Betracht kommen,'ist |# —z]<1, und sogar
m

(2s+4)(2s +5)
u—2z = 0 abgesehen ist daher jedes Glied in 7,, absolut ge-
nommen kleiner als das vorangehende. Wir haben dann wegen
der abwechselnden Vorzeichen

I, ml < P (u _ x)nﬂ )

' @s+3)!

fir w—2 = 0 gilt diese Ungleichung selbstverstdndlich auch.
Ist m gerade, so sei

<—21?. Ist 2s4+4>m, so ist <1; vom Falle

s=§—1, m = 2542,

Die Bedingung 2s+4 > m ist erfiillt;

m\™
ami=(m+1)! m!

Ist m ungerade, so sei

—ﬁg}—, m = 2+1<2+4,
r | < m™ (u — )™+ _ mu—z)  m"(u—2z)"
aml= (m42)! (m+1)(m+2) m!

(m)"l
M|, p|m

S_m |u'x| = e '
= m! m!

Diese Ungleichung gilt also in beiden Féllen.
Es ist fiir alle m =1

m
log (m!) = log1+---+logm2f log tdt
1

n

= mlogm—m+1=>log (l;—),

also
1
[7‘8.,n|<-§;,7.
sinm(u—2x)
—m_ == pa,m+r:,mr
e —_— 4
[ERr 0T = Bt ron @bt OBt Wi 1)
= p:,m+ Qs ;v
sinm(u —
| BEEER =L <l Inal<?
' :,m+Gp:,fﬁra;m+4pa,mr:,m+r:,m'<4‘2,+6‘2’+4'2+1 = 65)

65
I?-,m!< 65!’c,m!< 2_6" '
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Da lim o = 0 ist, hat dieses Verhdltnis fiir positives ganz-

m=awo 2m
zahliges m eine endliche obere Grenze. Sei diese mit ¢’ bezeichnet.
Es ist dann
65¢’

I Qs,m ] < 7‘
Sei p;,, = =, 65¢’ = ¢, gesetzt. =, ist ein Polynom in (u— ),
dessen Grad = 8s<4(m—1) ist. Wir konnen also den Satz
aussprechen:

sin m (u — z)

Zu der Folge von Funktionen [m—] , m=1,2,..),

gibt es eine Folge von Polynomen =, (u—2x), je hdchstens
4(m—1)ten Grades, und eine Konstante c,, so daB

ist, fiir alle Werte u, z, die dem Intervalle (0, ¢) angehtren.
Jetzt ist der Beweis des Satzes I bald zu Ende. Sei

I,@) = f= fo ") 2 (4 — )

%ch(u) [[ii}lﬂ(i:—x) ]‘-—— 7, (4 — x)} du

¢
<X
m

| 1 (%) — IT,, (&) | =

m(u—2x)
4
<X [y b gy
2 0
c,m cMc Mee,e, 1
< (R 19, -
= 2 m? 2 m’

Mee, c,

|f@) — I, ()| < (K1+ ‘T) 1

ot

IT, (z) ist ein Polynom in #, dessen Grad hichstens 4(m — 1) ist.
Sei nun » irgend eine positive ganze Zahl. Sei m—1 die

grofite ganze Zahl, die nicht griBer als —Z— ist, und sei P,(z)

Mcgcl 0_4) - K

Dann ist P,(«) ein Polynom hichstens vom nten Grade, und

| (@) — P, ()| ;K%.

= II,(x) gesetzt; sei ferner 4(K1+

Die ??olynome P, () leisten die gesuchte Anniherung. (Der letzte
Schritt ist nétig gewesen zum vollstindigen Beweise des Satzes,
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weil die erste Folge von Annidherungspolynomen IT,(z) nicht fiir |
alle Gradzahlen, sondern nur fiir die Zahlen 4(m—1) gebildet
war, wo m die natiirliche Zahlenreihe durchliuft.)

2. Die (k—1)te Ableitung mit Lipschitz-Bedingung:
1
p(n) = 0(5z):

Die Methoden, die wir angewendet haben, sind fihig, ein all-
gemeineres Theorem zu geben.

Sei f(#) eine Funktion, die eine stetlge (k—1)te Ableitung
besitzt, welche iiberdies der Bedingung gentigt
3) |42 () = [ (@) | = 2] 2 — .
Wir behaupten jetzt:

Satz II. Wenn die Funktion f(z) eine (k—1)te Ab-
leitung hat, welche einer Lipschitz-Bedingung ge-

niigt, so ist ¢, (n) = O(;lk—)

Die Bedingung ist natiirlich a fortiori erfiillt, wenn f®(z) vor-
handen und beschréinkt ist.
Der Beweis gestaltet sich #hnlich wie beim Satz I. Wir

nehmen wieder an, daB 0 <a<b<c¢ = 2Le ist, und definieren
flz) fir 0=2<a und b<<z=c so, da f im ganzen Intervalle
(0, ¢) der Bedingung (3) geniigt, etwa

f(x)=f(a)+(x—a)f'(a)+---+(zc ‘%, ¥ (@) (0=z<a),

f@) = fQ) + (= —b) f’(b)+'°'+(?k bi), e b<eo=0.

Ich will den Beweis zunichst fiir den Fall ¥ = 3 fiihren, wodurch
die allgemeine Methode angedeutet werden wird.
Sei
sin m@—2). |’ sii
k, (¢ 1 3 | 3 2
Im(x)—é_ﬁ 1) B3| mu—2) | 2| mu—=2
— ——

\

n =2

[ sinm(u —x)1°
+3_ m(u—z) ] a,




sm mu
f mu

Sei ¢ so gewahlt, dafl

-b
O<s<g—, 0<s<c—3-
ist.
sin m(u_x) ]“ c—x
¢ 1 3 3 sin mv
j(;f(u).g_ m—)——ldu_f . flz +3)[—-————](h
3 -3

cC—2
-_—¢ &
=+ [+ [ 7t [
-3 —e 3

wir betrachten nar solche Werte von z, die dem Intervall
a=2=b angehdren.

sin 2= %)

¢ 3

ol

l “fo-a Smnle=2) ulCo) ] du

—s ‘f—s+f +fc—xf(x+ )[smmu] ]

Wenn wir f(x) dhnlich wie beim Satz I ausdriicken, finden wir

Fla) = ’;—m[ [ ':+ / + f °f<x>[8‘fn’:“]°du].

Diese Formeln ergeben:

C—x

fle+2 )[E—”ﬂ—] du],

z
2

sin mu] p)

e = | [ Tre--su)—0f(e-+20 43e-+)— e 22

| +f_’f%fc_x—3f's—3fc—w+3f‘+3f°‘w 1]
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Nach dem Taylorschen Satz ist
2
f@+0) = f@)+of (@) +57f'@@+b), 0<b<I,

wenn z# und z+ v dem Intervalle (0,¢) angehtren, da f nach Vor-
aussetzung zwei Ableitungen hat. Da ferner f”(z) einer Lipschitz-
Bedingung geniigt, ist
[f"(@+00) —f @) [ =4l 60| =20,
f(z+ Gv) = ["(z) + 6, 17, ] B, ] =1
‘Wir konnen also fir 0=2=¢, 0= x4 3u= ¢ schreiben

flo+8u) = f(x)+3“f(w)+'g—f"( )+ =1,

86/1 .

f@+2u) = f(x)+2wf'(x)+ f"( )+ w, |4[=1,

fo+ w) = @)+ uf'(x>+%f"<x>+ -%*f— S
flz) = f(@).
Wenn wir den Ausdruck

f(z + 8u) — 3f(x + 2u) + 3f (x + u) — f(x)

bilden, fillt alles bis auf die Glieder dritter Ordnung weg, und
wir finden

|« + 3u) — 3f (= + 2u) + Bf (x + u) — f(2)] = 274 |u®].
Folglich ist

m

=om f (] [-s—“l”ﬂ] du = 542 f [Sm"‘“]

Damit ist klar geworden, wie der jetzige Ausdruck fiir I, —f(x)
demjenigen entspricht, den wir bei Satz I hatten. Die modifi-
zierten Abschétzungen I, II, III gebe ich nicht speziell fiir diesen
Fall, sondern allgemein an.

Abschitzung Ia. Ist x eine positive ganze Zahl, so gibt
es eine solche, von m unabhingige Konstante ¢®, da8

c[sinmu “du 1 1
\/0‘ mu ] = c‘l’" ‘m

‘ f [f(z + 8u) — 8f (& + 2u) + 3f (& + u) — f(2)] [sin mu ]edu'

isi;.
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Wir brauchen im Beweise der Abschitzung I nur den Ex-
ponenten 4 in 2% zu verwandeln; wesentlich war nur, daf der
Exponent gerade, der Integrand also nicht negativ war. Fiir die

Konstante konnen wir
4 inu 2w
w= [ [
& u
0
nehmen. Ebenso einfach bekommen wir die

Abschitzung 1Ia. Ist x eine positive ganze Zahl, so gibt
es eine solche, von m unabhingige Konstante ¢;°, daf

[ sin mu ™ e
du << =T
mu m
&

ist; wir setzen hier

c(%) —

c
2 T %

Die Verallgemeinerung der dritten Abschitzung ist etwas
weniger trivial :

Abschitzung IIla. Ist % eine positive Zahl*) und » eine
positive ganze Zahl, und ist 2x—% =1, so gibt es eine solche,
von m unabhingige Konstante c¢{**, daB

& : 2 (%, k)
smmu | Cy’
’ll/k | du< ——s—,ﬁ;‘—
mu m
0
& : 2% c : 2%
sin muw s mu
f uk |:-——-—-—] du << u" ——-———] au
0 mu 0 mu

Y sin mu |**
= f (mu)t [’17@“] d (mu)
u=2~0

1 me gin ™y do < 1 ® gin™y i
= 7"«7‘-’.1 0 ,sz—k mk+l O 'vi%—k b

da nach Voraussetzung 2x —% —1 positiv ist**). Wir konnen

[+ I 2%
s u
c(:, 5] —3 f 7’7'—7‘— du
0

ist. Denn

setzen.

*) Wegen einer nochmaligen Verallgemeinerung sei bemerkt, daf % nicht
ganzzahlig zu sein braucht.

**¥) Um diesen Schluf zu ermoglichen haben wir beim Satz I dem Expo-
nenten 4 und bei dem speziellen Fall & = 3 des Satzes II den Exponenten 6
gewahlt. /
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- Wenden wir diese Abschitzungen auf den Ausdruck fiir
. I,—f(z) an, indem wir wieder das Maximum von [f(z) mit M

bezeichnen, so bekommen wir fiir x = & = 8
¢’ m [B4AcS®  16M ™
_— << _ 1 3
@) = In(e) = A1 [P 4 2828,

also, wenn wir
(3)

G- [B4268 Y + 16M ) = K,

setzen,

o1
lf(x)—L,.(x)lgle-,—n;.

Um den Ubergang von I,,(x) zu einer ganzen rationalen Fank-
tion von # zu bewirken, haben wir zunichst eine angeniherte
sinm (v —2) 1° . .
Darstellung von W};f(‘&:—:’c”)'m] durch ein Polynom in (¥ —z) zu
konstruieren. Hier haben wir die Anderungen gegen frither, daf
sinm(u—2) darzustellen
m(u — x)
haben, und andererseits, dafl wir einen hoheren Grad der Genauig-
keit verlangen miissen. Diese Forderungen bringen keine Schwie-

rigkeit mit sich. Bis zu der Stelle, wo wir die Zerlegung

wir einerseits eine hohere Potenz von

sinm (u — )

_‘;” ("u—:_g)—— = Psnm + Ve, m

so eingerichtet haben, daB p, . ein Polynom hochstens (m—1)ten

Grades in (v—z) ist und [rs,,,.J<—217, ist an den fritheren Aus-
fithrungen gar nichts zu #dndern. Ist dann x irgend eine positive
ganze Zahl, so ist

[sin m (u—x)

2%
. IR — 2% -
m (% — ) ] Da'm+ Tom H(u — ),

wo H(u— x) eine Funktion ist, fiir welche man bei einem bestimmten
Wert von % eine von 7 unabhéngige obere Grenze leicht bestimmen

2% (%)

kann. Sei diese mit H” bezeichnet, und p%, mit =

oo

[sin m (U — ) ]""_ 2 (4 — @) ll <A

m(u — x)

fiir alle Werte von « und «, die im Integral I, (z) in Betracht
kommen. Fiir jede positive (auch nicht positive) Zahl % ist

k+1
KA 0; dieses Verhiltnis hat daher fiir positives ganz-
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zahliges m eine obere Grenze, die wir mit ¢® bezeichnen konnen.
Setzen wir H®¢» = ¢**, so haben wir den Satz:
Ist & eine positive Zahl und » eine positive ganze Zahl, so
. . sinm (u — )
gibt es zu der Folge von Funktionen [W] ym=1,2 .
eine Folge von Polynomen = (# — ), je hochstens 2x(m— 1)ten
Grades, und eine Konstante ¢**, so daB

sin m (4 — z) 1** ¢ o
(o et

l

ist, fiir alle Werte %, z, die dem Intervalle (0, ¢) angehtren.
Um auf den Fall # = 3, »x = 3 zuriickzukommen, sei

A C — —_—
I,@) = %fo 057 (52) 5 (M52) + 352 =)

wo k, den auf x = 3 beziiglichen Wert hat.

du,

m*

) C?)m 4 1 3 o
IIm(x)—IIm(x)lé 9 l M(§'+—§+3);‘d“

29 Mec? ¢

- 12m
29Mec?P ¥\ 1
@) — I @) = (K, + 200 2

Der Grad von I7,(x) ist hdchstens 6 (m—1).
Jetzt sei n irgend eine positive ganze Zahl. Sei m—1 die
; n

grofte ganze Zahl, die nicht gréBer als 6

ist, und sei P,(z) =

IT,,(x) gesetzt; sei ferner
. 29 Mec? P\
6 (K1+ ——Tz———) = K.

- P,(2) ist dann ein Polynom hdchstens nten Grades, und es ist

1)~ P@)| < K-

Damit ist klar, wie der Beweis des Satzes I fiir allgemeines
k zu fiihren ist. Wir nehmen einen so grofen Wert von x, daB
2x—k >1 ist, der Bestimmtheit halber den kleinsten solchen Wert,
und setzen

W

sin m

k ¢ —1 . —
. Im(x) == -—é’—”—~/0‘ f(u) :20(_ 1)k+l+l(’;) kl—-.z l k—1 du,

ml=Z
k—1




— 929 _—

wo (f) der Koeffizient von ' in der Entwicklung von (1 + 2z)*

nach Potenzen von z und

1 [C[sinmu ""d
by~ Jy L mu “

ist.
c 1 sin m Z:f
_/(;f(u)' k—14 U —2x du
m,———
k—1
C—.’l}
sinmo 7 uU—2
= [F T et o) [,y = UZE
—k—i

Die Differenz I,,(x) — f () 1468t sich wieder zerlegen in ein Integral
& k
_I%n_s_f [;Eo(_ 1)k+i+1( ) f@+(k—i) )] [smmu} Tu
—_ -

und eine Summe von Integralen, in denen die Integrationsvariable
dem absoluten Betrage nach oberhalb der von O verschiedenen
positiven Schranke & bleibt, und wir konnen die verallgemeinerten
Abschitzungen Ia, ITa, IITa anwenden und I, (#) mit der notigen
Genauigkeit durch ein Polynom ersetzen, wenn wir einmal den
Satz haben, daf in der Entwicklung von

@) x f(@ +hu) F kf(@+E -1 w)+ - —f(2)

nach Potenzen von » alle Glieder von einer niedrigeren -als der
kten Ordnung sich fortheben. Wir haben allgemein ebenso wie
fiir # = 3:

flotu) = @) +u'@) ++ g pr ‘“1),,“-,)(”(700 i)x &
F@+hu) = F@)+ kuf'@) + - +(’;:’ 11)1 fn() 1 (7]: 12,)! -

[ex'r ’ 7|ekl§17

und wir mochten zeigen, daf in dem Ausdruck (3) das von u
unabhéingige Glied und die Koeffizienten von u, #*... w*™ ver-
schwinden. Das lduft aber auf einen bekannten Satz der Dif-
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ferenzenrechnung hinaus. Der Koeffizient von %' in der Entwick-
long von (3), i=1%—1, ist ndmlich

+ i—l,f“' (x)[k‘_(f>(k—1)f+.--i 1],
und der Ausdruck in der Klammer hat fiir jedes i die Form

@ p@)—(7)pE=D+-£20)

wo die Funktion p eine Potenz ihres Arguments ist. Es besteht
nun allgemein der Satz, daB, wenn p(¢) irgend eine ganze ratio-
nale Funktion nicht htheren als des (k—1)ten Grades in ¢ ist,
der Ausdruck (4) verschwindet. Das beweist man durch vollstén-
dige Induktion. Der Ausdruck ist gleich

=== ("7 )pE-D-pE-2]+ £ W2

= q(k— 1)—(ICII)Q(76—2)-~ F4(0),

wenn p(t+1)—p(t) = q(f) gesetzt wird. ¢(f) ist ein Polynom
hochstens vom (k—2)ten Grade. Wenn der Satz also fiir Po-
lynome (k—2)ten Grades richtig ist, ist er es auch fiir Polynome
(k —1)ten Grades. Er ist aber richtig fiir Polynome Oten Grades,
daher auch allgemein.

Mit dieser Erkenntnis sind wir im Stande, den Beweis des
Satzes II mit allgemeinem % Schritt fiir Schritt so durchzufiihren,
wie wir es im speziellen Falle £ = 3 gemacht haben; bis auf die
Zahlwerte der Konstanten, die in den Abschidtzungen auftreten,
ist daran nichts zu &ndern. Es ist wohl nicht notig, ausfiihrlicher
darauf einzugehen.

3. Gleichzeitige Anndherung einer Funktion ﬁnd ihrer
Ableitungen.

Wir konnen das, was wir bisher gemacht haben, so zusam-
menfassen: Gegeben ist eine Funktion f(z), die in einem Inter-
valle a :<__x§b<0 <a<b<ec= 2ié> eine stetige (¥ —1)te Ab-
leitung hat, welche einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Im ein-
fachsten Falle £ = 1 verstehen wir unter der (k—1)ten Ablei-
tung die Funktion selbst. Wir bilden zu jeder positiven ganzen
Zahl 7 -ein Polynom in u —z, das wir mit =, (4 — ) bezeichnen
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konnen, derart, da, wenn wir

P,(x) = j(; cf (W), , (0 — ) due

setzen, im ganzen Intervalle a <2<

| (@)~ Pofa)| < K-

ist, wo K eine Konstante bedeutet, die wir zu bestimmen wissen.
Wir wihlen ndmlich eine positive ganze Zahl x so, daB 2x— & > 1
ist, und zwar die kleinste solche Zahl, und dann eine positive
ganze Zahl m, die durch » und x bestimmt ist. Wir bilden das
Integral I, (z), und stellen den Faktor des Integranden, mit dem
f(u) multipliziert wird, angendhert durch ein Polynom h&chstens
nten Grades in (v —z) dar. Dieses Polynom, in welches wir die

Konstante —I;ﬂ, die vor dem Integral stand, hineingezogen denken,

ist es, das wir eben mit =, («— x) bezeichnet haben. Das, was
hervorgehoben werden soll, ist, daB dieses Polynom durch die
Zahlen & und n vollstindig bestimmt ist.

Wenn wir eine entsprechende Darstellung bekommen wollen
fiir eine Funktion, der ein gréfierer Wert von k entspricht, so
miissen wir fiir dieses neue %k das meue m;,(u — ) bilden. Aber
wenn es sich um einen kleineren Wert von % handelt, brauchen
wir nicht auf das entsprechende m,, zuriickzugehen. Wenn man
die Einzelbeiten der Abschitzung des Restes durchdenkt, sieht
man, daB die m;,(w —2) sowohl fiir den Wert von %, wofiir sie
gebildet wurden, als auch fiir jeden kleineren Wert von % das
Gewiinschte leisten. Es ist nicht gesagt, daf wir im allgemeinen
dieselben Anndherungsfunktionen bekommen, die aus der dem %
eigenen Polynomenfolge = ,(w— ) entstehen wiirden; aber wir
bekommen eine Anniherung, von der wir dieselbe Ordnung der
Genauigkeit nachweisen konnen. Diese Tatsache kénnen wir
gebrauchen, um einen Satz iiber die gleichzeitige Darstellung einer
Funktion und ihrer Ableitungen herzuleiten *).

Sei f(x) eine Funktion, welche in dem Intervalle

1
2e’
eine stetige (k—1)te Ableitung besitzt, die einer Lipschitz-Be-
dingung geniigt. Wir denken f(z) in den Intervallen (0,a) und

r=2r=b O<a<db<c=

*) Siehe FuBnote auf S. 14.
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(6, ¢) so definiert, dafl diese Bedingung im ganzen Intervalle (0, ¢)
erfiillt ist, und auferdem

FO) =10 = ... = f*20) = f(6) = ... = f*() = 0.
DaB das moglich ist, sieht man etwa durch Anwendung eines
bekannten Satzes der Interpolationstheorie, daB man sogar eine
ganze rationale Funktion so bilden kann, daB die Funktion selbst
und beliebig viele ihrer Ableitungen an beliebig vielen (hier an
zwei) Stellen beliebig vorgeschriebene Werte annehmen*). Es
ist nicht behauptet, da man in der Lipschitz-Bedingung fiir das
ganze Intervall (0,¢) denselben konstanten Koeffizienten 4 beibe-
hilt, sondern nur, daf eine solche Konstante noch vorhanden ist.
Auf den Wert der Konstanten kommt es fiir den Augenblick

nicht an.
Wir bilden die ganze rationale Funktion

re = [ " () — ) .

Es gibt eine solche Konstante K, daf in (a,b)
1
@)~ Po@)| S K

ist. Bilden wir nun die Ableitung von P,(z), so ist

PL) = { "), ()
= - f cf(u)a.‘%u,‘,n(u — ) du
0
= —[fW)m, w—2)]" "+ fcf’ (W) 7, ,, (u — z) du
0

% =0

= [ @ mnu—a)n,
0

da f(«) in den Punkten 0 und ¢ verschwindet. Es gibt also eine

*) Man sieht z. B. sofort, da man in
F@) = ¢ +e@—a) + @ —ay
+ 6 (@ —a)° + ¢ (2 — @) (& — b) + 65 (¢ — @)* (& — B)?
die Koeffizienten ¢, ... ¢; der Reihe nach so bestimmen kann, da8 F(z), F' (),
F'"(z) an den Stellen # = @ und 2 = b beliebig vorgeschricbene Werte be-
kommen, .
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solche Konstante K', daB fiir alle Werte von » und im ganzen
Intervalle (a,d) gleichmifig

K
,nk—-x

(@) — P, (2) [ =

ist, da f'(z) eine stetige (k— 2)te Ableitung hat, die einer Lip-
schitz-Bedingung geniigt. Indem wir weiter so fortfahren, erhalten
wir den

Satz III. Ist f(z) eine Funktion, die eine stetige
(k—1)te Ableitung besitzt, welche einer Lipschitz-
Bedingung geniigt, so gibt es eine Folge von Poly-
nomen P, (z),n = 1,2..., je hochstens nten Grades, und
eine Reihe von Konstanten K, K', ..., K®» derart, daB
fiir a=2=b :

@)~ Po@) | <,
@)~ Pl(a) | < 2,

K%
n

|19 @) — Pi(a) | <

ist.

4. Weitere Anwendungen der Integralformeln.

Die Methode, die wir gebraucht haben, unter der Voraus-
setzung, daf die (k—1)te Ableitung der Funktion f(x) vorhanden
ist und einer Lipschitz-Bedingung geniigt, kann auch noch bei ge-
wissen anderen Voraussetzungen angewendet werden. Ich will
einige Beispiele solcher Anwendungen hier andeuten, aber nur
insofern ausfiihrlich bebandeln, als wesentlich neue Betrachtungen
notig sind. )

Nehmen wir als erstes Beispiel wieder an, daB f(«) eine
stetige (k—1)te Ableitung hat; diese sei aber nur der Bedingung
unterworfen

lf(k-’) (.’12,) - f(k—“ (wl) | = ]',I Xy — xlly’

wo y eine Konstante zwischen O und 1 bezeichnet. Wir denken

die Funktion immer noch in (a, b) gegeben, und dann in (0, @) und

(b, ¢) so definiert, daf die genannten Bedingungen in (0, ¢) erfiillt

sind. Wenn wir den Beweis des Satzes II nochmals verfolgen,

mit demselben Integral I,(x), das wir dort gebraucht haben, aber

mit dieser néuen Annahme iiber die Beschaffenheit von f(z), so
3
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kommen wir zu dem Ergebnis, daf hier ¢ (n) = O Tz"‘lT?T ist. Der

Exponent des Nenners kommt durch die Abschdtzung IITa herein,
und wir haben dort ausdriicklich bemerkt, daf dieser Exponent
nicht ganzzahlig za sein braucht. Ist £ = 1,

lf(xz) - f(xx)l = llxa - xt]yy
so ist p(n) = O (%) Dieses letzte Resultat, sowie das folgende,

werden wir im Paragraphen 6 als spezielle Fille eines allge-
meineren Satzes erhalten.

Setzen wir nun einmal noch weniger voraus, als bis jetzt
geschehen ist, ndmlich nur, daB8 f(z) der Bedingung geniigt

A
— =~ .

(Das ist ungefihr die Bedingung, die in der Theorie der Fourier-
schen Reihen als Lipschitz-Dinische bezeichnet wird; allein unsere
Bedingung ist etwas umfassendere als die Lipschitz-Dinische, da-
durch, daf in letzterer statt der Konstanten i eine mit |z, —x,|
zu 0 konvergierende Grofie stehen miifite*).) Die Form der Be-
dingung ist nicht mehr invariant gegeniiber einer linearen Trans-
formation; wir beschrinken uns daher auf die Annahme, daf das
gegebene Intervall schon im Innern des Intervalls (0,¢) ent-
halten ist.

. Wir brauchen das Integral I,,(x) des Satzes I. Es kommt im
wesentlichen nur auf die Abschitzung des Integrals

/ f 1 [sinmult
o fogal [ )

an, die der fritheren Abschidtzung III entspricht. Es ist

j“ 1 [sin mu ]‘ du — £ 1 [ sin mu ]‘du
b Hogul L mu - _j(; logu | mu |~
f‘ 1 [ sin mu ]‘
= — du
o logmu—logm | mu
ME s 4
_ 1 1 [sm v] i
v

mJ, logm—logv

m me 3 4
e [ el
_ m LJ, Ve gm—Tlogul

*) Vgl. S. 11 und Nr. 6, S. 14.

(v = mu)
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Fir 0 <u=\/me ist logu=1logm, da ¢ <1 ist.

log m —log u == 4 log m,
f\/ﬁs 1 [sin u]*dus 2 \/?ZS sin % *d
0 logm—logu| w ~ logm A [ u ] u
w .
<__2__/ [smu]‘d
log m o u
Fiir \ms = u = me ist log m —log u =log—gzlog-1—,
o &

me s 4 4 4
f_ To mllo [smu] du= 11 fme[smu] du
e gm—logu| u — | u

log? me |
<1 [ %31=_11_[__3_ng _ L1 1
log; me log—e- v Ve 8 log% s
1 1 1

Sei

dann ist

f‘ 1 [sin mu]‘ ¢
—| du < .
b [log u]| mu m log m

Und man ﬁndet dann ohne weitere Schwierigkeit, daf jetzt
@, (n) = 0( ) ist*). Ahnlich kann man auch andere Bedin-

gungen behanﬁeln ich gehe hier aber nicht darauf ein.

Ein Satz, zu dessen Beweis wir einen etwas anderen Kunst-
griff anwenden, ist folgender: wenn die Funktion f(x) eine stetige
erste Ableitung hat, was etwas mehr verlangt, als daB sie einer -

Lipschitz-Bedingung gentigt, so ist ¢ (%) nicht nur 0(%), sondern

*) Der Endschlu8, wobei man von den speziellen Gradzahlen 4(m —1) zu
allgemeinem # iibergeht, darf hier und im folgenden Beispiel nicht aufer Be-
tracht gelassen werden, bietet aber keine Schwierigkeit.

3*
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in der Tot o). Wir brauchen das Integral () fiir & = 2,

das wir noch nicht explizit aufgeschrieben haben.

V4

sin m

I 1 R sinm(u—2)7{ ,
I’”(x)=—2—f0 f() __Q_\. u—2 +2[ m (u — &) ] au;

m

% = ‘/O‘c[ii%gﬁ:idu.
L@-f@) = 13—[ [ [Fréeveusafero-ra| [  a
IR IR R |

Die Summe der letzten sechs Glieder in der grofien Klammer ist

dem absoluten Betrage nach = 8%03 , nach der Abschatzung II,

wo ¢, = f,— gesetzt ist.
fla+u) = f@)+uf @+, O=0,=1),
fx42u) = f@)+2uf' (z+6,.24), O=0,=1),
—flz+2u)+2f(z+u)—f(x) = 2u[—f"(+0,.24) + ' (. + 0,2)].
Da nach Voraussetzung f'(z) stetig ist, gibt es eine solche Funk-
tion (d) von 9, daf immer | f'(z,) — f'(z,) | = o(0) ist fir |2z,—2,| =9,

und daB 61 w(@) = 0 ist. Wenn wir w(d) als genau das

Maximum von |f’(w) f'(z,)]| fir |z,—2,| =0 definieren, ist o (d)
eine mit wachsendem ¢ nie abnehmende monotone Funktion von d.
Wir wollen das @ jedenfalls so gewihlt denken, daB es diese Eigen-
schaft hat.

l— (@ + 2u) + 2f (x + u) — f(2)]| = 2|u| 0 (| 2u]),

- f(x + 2u) + 2f (& + w) — f(= )][?IP-W] duI
<2f 2uw(2u[ “Zm] du

=40@) f [-Sli”ﬁj a0 = 4o (26): 25

—&
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Jetzt wenden wir ein Mittel an, das wir bis jetzt vermieden
haben: wir lassen ¢ mit m variieren. Sei z. B. & = Tl_: (fiir

m
hinreichend grofie m, damit ¢ klein genug wird). Dann ist

fs “4“(\/7)

¢, ist der Definition nach von ¢ unabhéngig. Der absolute Betrag
der Summe der letzten Integrale ist, wie wir gesehen haben,

é8Mc — 8Mc.
miei m3
Es ist
ky —oem
27 2

Folglich ist
1 (@) — @) = 25 [4o(:2) 24 221),

Vm m
WPPTINE NS
mIL @)~ @ =5 [t ) o+ 2]
Der Ausdruck rechts ist von z unabbingig, und hat fiir m = o
den Limes 0. Danach fiihrt man ohne Schwierigkeit den Beweis

zu Ende, daB g,(n) — o(%) ist.

6. Die Konstanten der Satze I und IIL

Die Fragen, die wir im Paragraphen 4 behandelt haben, sind
zum Teil spezielle Fille eines allgemeineren Problems, das auf
Satz I zurtickgefilhrt werden kann, wenn wir letzteren etwas
prizisieren. Wir miissen zunichst die bei diesem Satz vorkom-
mende Konstante K etwas niher betrachten, was fiir sich nicht
ohne Interesse ist. Wir werden auch hier keinen Versuch machen,
das K auf seinen kleinsten Wert zu reduzieren, aber wir werden
sehen, wie es von dem XKoeffizienten 4 der Lipschitz-Bedingung
abhéingt.

Bei dem Satze I ist f(z) eine Funktion, die in einem Inter-

valle a=z=bh, O<a<b<c = Ej-;;, der Lipschitz-Bedingung

lf(wa) - f(xx) ] = ll$, - xx'
geniigt. Wir haben eine Folge von Polynomen P,(x) konstruiert,
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n=1,2,..., so daB im Intervalle a=¢=1b

K
)~ Po@) = 2
ist. K war dabei eine Konstante, die folgende Form hatte:

Mc2c,c ) [ (24¢, +4Mc,) + _1‘{626 10 |

Das Intervall (a,b) wollen wir ein- fiir allemal festgelegt denken,
sowie die Konstante &; wir konnten z. B.

sl o, 1,1
T oBe’ T T 8’ T T 12
setzen*). Dann sind sowohl ¢ als auch ¢, ¢;, ¢, ¢, Konstanten, die
von nichts mebr abbidngen. Nur die Gréfen 4 und M sind mit
der Funktion f(z) variabel.
Uber M haben wir bis jetzt gar nichts vorausgesetzt. Es
ist aber offenbar keine Beschrinkung der Allgemeinheit, anzu-

nehmen, daf f (———) = 0 ist. Wir konnen ndmlich Annniherungs-

K = 4(K1+

polynome fiir f(z) = f(z)—f (a + b) aufstellen, und die Konstante

f (a;b) dann jedem dieser Polynome addieren. Wenn wir diese
Annahme machen, ist X =2. b —2-a ; denn wir haben f(z) in (0, a)
und (b, ¢) so definiert, da in diesen Intervallen keine Werte an-
genommen werden, die nicht schon in (g, d) erreicht sind. Daraus
ersehen wir, daf wir K als mit 1 einfach proportional annehmen
diirfen, K = K 1, wo K eine absolute Konstante ist, die auch
nicht von der Wahl der Funktion f(z) abbingt.

Sei nun f(¥) eine Funktion, die in irgend einem Intervalle
@ =7 =0b der Lipschitz-Bedingung geniigt

f(#) mbge durch die lineare Transformation —— . %—:Z in
—a -

f(z) iibergehen, wo a,b die frijher gebrauchten festen Werte sind.

Dann ist f(z) eine Funktion, die im Intervalle (a,b) der Lipschitz-

Bedingung geniigt

Fe) = 1w)] = [F@) ~ @) =17~ 7, = T2t 2, ~ .

Nige—

"% Die im vorigen Paragraphen zugelassene Veriinderlichkeit von e schlieSen

W%m ans.



Es gibt folglich zu jedem Grade n ein Polynom P, (@) = ,,(a?)
h6chstens nten Grades, so daf

|f@) = P,@)| = |f(2)— Fo(»)| =K

: b
ist, im ganzen Intervalle a =z=1b bezw. « =7 = b.

Indem wir —b——If—J = L setzen und die Striche sonst fallen -

lassen, kinnen wir dieses Resultat so aussprechen:

SatzIV. Es gibt eine absolute numerische Kon--
stante L, die folgende Eigenschaft hat: Ist f(»)
eine Funktion, die in einem Intervalle a=2=%
von der Linge ! der Lipschitz-Bedingung geniigt:

|f(zs)“f(xx)]§llxa—x1la
dann gibt es eine solche Folge von Polynomen

P,(x),n = 1,2...,, je hochstens nten Grades, daB im
. ganzen Intervalle a=z=Db
"LiA

[f(®) — P.(@)| ==~
ist. :
Wenn wir auf das urspriingliche feste Intervall (a, b) zuriick-
kommen und die Voraussetzung machen, da8 f*(x) vorhanden
ist und der Bedingung geniigt
l f(k_l) (x’) - f(k-u (xl)] = }’l T, — | ’

so finden wir, indem wir wie vorhin die Bedeutung der verschie-
denen Grifien iiberlegen, daB es eine nur von % abhingige Kon-
stante K® gibt, so daB f(#) mit einem Fehler, dessen absoluter

Betrag nicht gréfer ist als -I?""}.--%,‘—, durch ein Polynom nten

Grades. dargestellt werden kann. Gehen wir dann zu einer
Funktion f(7)iiber, die in @ =% = b der Bedingung geniigt

db—l - dk-l — _
[G=e] ~[F=T®] =ia-z)
&
und wenden wir die Transformation ’:'—f = ;f_: an, so be-
—-a -

kommen wir fiir die transformierte Funktion f(z)
o], -fore |
L | @] [{?—?‘@] |

é—l[z—a]k_lvliz—fl‘ Z{T;—_-a.] 2, —a,,
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K
woraus folgt, indem wir diesmal T—aF = L% schreiben, und die
gestrichenen Buchstaben sonst durch ungestrichene ersetzen,
' Satz IVa. Es gibt eine nurvon % abhéingige Kon-
stante L® mit folgender Eigenschaft: Ist f(z) eine
Funktion, deren (k—1)te Ableitung in einem Inter-
valle a=<2=1"b von der Linge [ der Lipschitz-Be-
dingung geniigt
’ If(k—])(xa)—f(k_l)(xx)'—S—:llxe_aa]:

dann gibt es eine solche Folge von Polynomen
" P,(@),n =1,2..., je hochstens nten Grades, dafl im
ganzen Intervalle a=z=b
L(k)lkl
\f(x)"‘Pn(x)lé“j,ik'_
ist.

6. Allgemeine Stetigkeitsbedingung: ¢(n) = O[co (1’—;—3)]

Wir kommen jetzt zu dem oben versprochenen allgemeinen
Satz. Sei f(x) eine gegebene beschrinkte Funktion und sei w(d)
eine solche Funktion von 4, daf jedesmal die Ungleichung

lf(xe)—f(xx)lém(a) .
besteht, wenn |xz,—z,| =4 ist, wie auch ,, «, sonst in dem In-
tervalle a=2=0) gewihlt sein mdgen.

Satz V. Es gibt eine absolute numerische Kon-
stante 4 derart, daB man zu der Funktion f(z) cine
solche Folge vonPolynomen P,(2), » = 1,2... bilden
kann, daB im ganzen Intervalle a=2=0b

f(@)— Po(2)| = do <£’.;T‘L)

ist; P,(x) ist dabei hochstens nten Grades.

Dieser Satz ist auf jede stetige Funktion anwendbar. Das o
kann aber erst definiert werden, wenn f(z) gegeben ist; wir haben
also keine gleichmifige Abschitzung der Ordnung von ¢,(n) fir
alle stetigen TFunktionen, was, wie wir behauptet haben wund
spiter beweisen werden, nicht vorhanden ist.

Man zerlege das Intervall (@, b) in » gleiche Teile durch die
Punkte 2 = a,2%,..., 2" 2™ =b. Sei f(z) die stetige Funk-
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tion von #, die in den Teilungspunkten mit f(z) iibereinstimmt und
zwischen je zwei aufeinanderfolgenden derselben linear ist. Ist
dann z irgend ein Punkt des Intervalls, und «® =2z = 2", so ist

@) =a(P2),

]7(“') - f(x(i)) [ = ])‘_(ac) —F(x(t)) | § ® (b_-;_(_l_)’
also

1£(2) = Fle)| = 20 (—”%“—) .

Die Funktion f(z) gentigt der Lipschitz-Bedingung
()
—a

n

Fla)—F(2)] =

l.xz - l)

wie aus ihrer Definition sofort ersichtlich ist. Hs gibt daher eine
Folge von Polynomen nten Grades, so daf mit der Konstanten L
des Satzes IV

o (b —a

__n__>_% = Lm(k_-_&)

b—a "
n

“ist. Setzen wir L+2 = 4, so ist schlieflich
If @) — Pa(@)| = I (@) — (@) | + 1 f(2) — P, (@)
sm(b—“)-

n

|F(@)— P,@)| = L( —a)




ABSCHNITT IL

Obere Abschiitzungen der Genaunigkeitsgrenze z(n).

(Anniherung durch endliche trigonometrische
Summen.)

1. Lipschitz-Bedingung: ©(n) — 0 (i)

In diesem Abschnitt soll von der Funktion f(z) angenommen
werden, daf sie fiir alle reellen Werte von x definiert und stetig
ist und periodisch mit der Periode 2z, und daB die weiteren Be-
dingungen, die in den Voraussetzungen aufgestellt werden, iiberall
erfiillt sind. Unter z,(n) verstehen wir die Genauigkeitsgrenze
der gleichméBigen Anniherung von f(z) fiir alle reellen Werte
von z durch eine endliche trigonometrische Summe hichstens n ter
Ordnung.

Wir werden zunichst die Methode des Satzes I zum Beweise
des hierher gehtrigen entsprechenden Satzes brauchen, dann aber
spiter die Sdtze I und II selbst auf das Problem der trigonome-
trischen Anniherung direkt iibertragen.

Fangen wir also wieder mit der Voraussetzung an, dafl f(z)
der Lipschitz-Bedingung geniigt

If(xa)_f(xx)lél’xs'—xxl‘

Satz VI. Wenn die Funktion f(2) einer Lipschitz-
Bedingung geniigt, so ist z,(n) = 0(% .

Wir wollen eine Folge von trigonometrischen Summen kon-

struieren, die eine Anniherung von dieser Ordnung der Genauig-
keit leistet.

Sei
- ‘
T sinm 5
L@ ="/ tw 2| ay
— m sin —
2
(Gnm2) =
1 smmg 2 sinmult, -
= duy = 2 [ . ]du;
m 0 . U 0 m sin %
m sin5
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dann ist

Im<w>=kf“_: fle+20) [ S22

m

smv]

= hn f ¥ F(@+2u) [.-S-in.’?ff‘—]‘du,
| = m sin u

2
da der Integrand die Periode = hat.

oy = o, [T a =, 5 ol

[

m 81n

sin

mu
m Sin %

L@~1@) = h [?, T o2~ G IR
?

1 T 2 4 ' bid : 4

5 5 mu
Lo z[sm,"zfi du>[2[sm _] du
2h,, o Lmsinu Jo mu

0—'* mmu 1 1
>f Sm? dug?_.__

mu

1 _ fc [sin u]‘ i
¢, 0 u
nach Abschitzung T.
[f(x+2u)—fl@)|=2|2u] = 24

f‘ [+ 20— F&)][Samy] @

M s %

T

k14
= (2 |u|[_s£1_”l’i] du-—4).f [
P m sin
T T
— 41 Eu[sinmu]‘[ % ]‘dusn‘ﬂ. f?
_/(; mu sin % T4 A
da —~ =2 firo=u<?Z ist
sin % 2 2

|ul.
"
‘.

sin mu
m sin %

mu

4
—} du

sin
u [

mu

4
] du,



wWo

ist.

.t A
oder, wenn wir —‘-38— = K, setzen,

If(x)-—I,,,(x)ls.Kl._;?.

Um bei dem Satz I eine Polynomdarstellung zu bekommen,
mufiten wir unser damaliges. Integral I,(z) durch ein Polynom
anndhern. Diese Rechnung bleibt uns hier erspart. Denn das
I,(x) ist jetzt, wenn wir m auf ungerade Werte beschriinken,
schon eine endliche trigonometrische Summe von der gesuchten
Form. '

Um das einzusehen, machen wir zundchst auf einen ganz ele-
mentaren Hilfssatz aufmerksam, der fast ohne Beweis einleuchtet,
von dem wir aber hier eine und spiter eine andere Anwendung
machen werden. '

Hilfssatz I. JedesProdukt einer trigonometri-
schen Summe pter Ordnung mit einer trigonometri-
schenSummegter Ordnung isteinetrigonometrische
Summe hdochstens (p+g)ter Ordnung.

Hier bedeutet ,trigonometrische Summe pter Ordnung® wie
sonst in dieser Abhandlung immer einen Ausdruck von der Form

Qy+a,cosT+ - + a, cos px
+b, sinz+ --- + b, sin p2.
Wegen der bekannten Formeln
€08 72 cO8 57 = 4 [cos (r + ) x + cos (r — ) z],
sin 72 cos sz = } [sin (r + )z + sin (r — s)x],

sinrz sin sz = }[cos (r — 8)z — cos (r+9)z],
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ist der Satz fiir jedes einzelne Glied des Produktes richtig, also
fiir das ganze Produkt.

Durch wiederholte Anwendung dieses Hilfssatzes bekommen wir

HilfssatzJla. DiehtePotenz einer trigonometri-
schen Summe pter Ordnung ist eine trigonometri-
sche Summe hSchstens Apter Ordnung.

Und daraus folgern wir weiter:

Hilfssatz Ib. Jede ganze rationale Funktion
pten Grades von sinz und cosz ist eine trigonome-
trische Summe hdchstens pter Ordnung.

Fiir den Augenblick brauchen wir nur den Hilfssatz Ia. Be-
kanntlich ist fiir ungerades m

h—

sin m — —-
2

=2{—12—+cos(u—x)+cosé(u-)+ +cos( a1>(u—x)]

also eine trigonometrische Summe (m ; 1 )ter Ordnung*). Folglich

u—z |4

sin m
ist

i eine trigonometrische Summe hchstens 2(m — 1)ter

m 8in ——

2
Ordnung in % —2, und I, (x) ist eine solche in z.

Sei #n irgend eine positive ganze Zahl, m die groBte ungerade
Zahl, die der Ungleichung 2(m — 1) = » geniigt. Man setze dann
T,(x) = I,(x). T,(x) ist eine trigonometrische Summe hichstens
nter Ordnung, und es ist

. K
|fa)— T, (@) 1 =L,
o n—2 1 2 2 n
2t =m m=—p—, <oy = T3
fiir n=38. Fiir diese » ist
" <3 1l<b
% —2 " om n

. 6 .
Fir n = 1, n = 2 ist m = 1, und die Ungleichung %—S; ist
noch richtig. Setzen wir 6K, = K, so ist

oo U— T
*) Man beweist diese Identitiit, indem man mit sin kL multipliziert und

die rechte Seite umformt.
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f@)— T, @) sx._j;.

Das K hingt von dem Koeffizienten 4 der Lipschitz-Bedingung
ab, kann aber diesem einfach proportional gewdhlt werden; wir
diirfen schreiben. |

@)~ L@ =2,

wo L eine absolute numerische Konstante ist.

2. Die (k—1)te Ableitung mit Lipschitz-Bedingung:
1 -
T(n) = 0(7/‘-).

Satz VII. Wenn die Funktion f(z) eine stetige
(k—1)te Ableitung hat, welche einer Lipschitz-Be-

n*

Fir die folgenden Uberlegungen bildet der Wert & = 1
keine Ausnahme; wir werden mit dem allgemeinen Beweis von
VII als speziellen Fall einen zweiten Beweis des schon besproche-
nen Satzes VI erhalten*).

f(z) ist gegeben. Eine Funktion f,(z) werde folgendermafien
definiert:

dingung geniigt, so ist z,(n) = 0( 1 )

Fiir O—S—xé%, B—é’éxszg—, %’i_s_xszn ist f,(2) = 0;
. T 2% 4= B .
fir g=a=-g, g=o=5 ist £,() = f(&);

und fiir die dbrigen Werte von # im Intervalle (0,2x) soll f,(z)
so definiert werden, daB seine (k—1)te Ableitung im ganzen
Intervalle vorhanden ist und einer Lipschitz-Bedingung geniigt.
Daf das mioglich ist, sieht man wie auf S.32. Und endlich sei
f.(x) fiir alle Werte von z periodisch mit der Periode 2.

Sei £,(2) = f(#)—f,(@). f,(2) hat ebenfalls eine stetige (k—1)te
Ableitung, die einer Lipschitz-Bedingung gentigt; und in den Inter-

vallen —g—é = 2—;, égf =zr= —532, und in den Intervallen, die

diesen kongruent sind nach dem Modul 27, ist f,(2) identisch O.

*) Fiir den leitenden Gedanken vgl. Lebesgue, ,Sur Papproximation des
fonctions“. Bulletin des sciences mathématiques, Ser. 2, Bd. XXII, 1898, 8. 278
bis 287; 8. 285—286. .



Sei
D (7) = fn(w)'}‘ﬂ( x) 9 (z) = ﬁ(x)—gfl(—_x)—’

fl(x) = (@) + 1" @)
 f{’(z) ist eine gerade Funktion mit der Periode 2=, also eine
(2)
eindeutige Funktion von cos z. Dasselbe gilt von %‘iﬁ)—; letztere

Funktion ist stetig, weil der Zdhler in der Nihe der Nullstellen
des Nenners identisch verschwindet, vorausgesetzt, daf wir sie in
diesen Punkten naturgemif gleich O definieren. Aus dem Ver-
schwinden von f,(#) in der Nihe der Punkte, wo

. d
smx = ——=—cosz = 0
dx

(2)
ist, folgt ferner, daf sowohl - —x— als auch f{* eine stetige (k—1)te
Ableitung nach cos z hat, d1e einer Lipschitz-Bedingung geniigt in
Bezug auf diese Verdnderliche.
Folglich gibt es mach Satz II Polynome P (cosz), P% (cos z)
je hochstens nten Grades in cos , und Konstanten K}", K", so daB
fiir alle reellen Werte von z

(1)
£ (@) — Pcos 2)| = o,

fl(i) (@—)— _ KI(S)

pr P (cos z) | = S

ist. Oder, wenn wir P{,(cos z) mit T}, (%) and sin 2 P (cos z) mit
T& (z) bezeichnen, so sind T7,, T2 nach Hilfssatz Ib endliche tri-
gonometnsche Summen, und zwar héchstens (n -+ 1)ter Ordnung,
und es ist
K 1)
2@ - T8 @ | =k,

K(ﬁ)
117 @) — T @) | = i
Indem wir mit £,(2) als Funktion von (—’25—— ) ebenso ver-

fahren, und die verschiedenen Anniherungssummen addieren, be-
kommen wir eine Darstellung von f(#) durch endliche’ trigono-
metrische Summen, deren Genauigkeit in der Tat von der Ord-

. 1.
nung von ist.
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3. Aligemeine Stetigkeitsbedingung: v(n) = 0[0, (%’E)]

Legen wir nunmehr der Funktion f(z) keine weitere Bedingung
auf, als dafB sie stetig ist und die Periode 2x hat, und bilden wir
wie in I, 6 die Funktion @(d) so, dafl

|f(@) — (@) | = @(9)
ist, wemn |z,—2,|=0 ist, so bekommen wir dem Satz V ent-
‘sprechend :

Satz VIII. Es gibt eine absolute numerische Kon-
stante 4 derart, daB man zu der Funktion f(2) eine
solche Folge von trigonometrischen Summen I,(z),
(n=1,2,...) bilden kann, daB fiir alle Werte von z

|f(x)— T(xI_Aoa<2m)

ist; T,(x) ist dabei hochstens nter Ordnung.

Wir teilen ein Intervall von der Linge 2x in #n gleiche Teile,
bilden die durch das einbeschriebene Polygon dargestellte Funktion
f(#), wie auf S. 40—41, und definieren f(x) auBerhalb des zuerst ge-
wihlten Intervalls durch die Bedingung, daB es periodisch mit
der Periode 27 sein soll. Wir haben genau so wie vorher

1) ) =20 (),

= = m(i") 1 L 2%
@)~ L@ | =L —pt o = g2 0(5),

n

und, wenn wir %4—2 = A setzen,

(@) — T,@)| §4m<2:)



ABSCHNITT IIL

" Die spezielle Funktion |

1. Untere Abschitzung von ¢(n).

Wir haben uns bis jetzt mit oberen Abschitzungen der An-
niherungsgrenzen ¢(n) und ©(n) beschiftigt. Bevor wir dazu
iibergehen, in derselben allgemeinen Weise Abschitzungen dieser
Funktionen nach unten zu suchen, wollen wir uns bei der Unter-
suchung von ¢@(#) in dem besonders wichtigen speziellen Falle
aufhalten, da8 die darzustellende Funktion f(z) gleich |z| ist,
in dem Intervalle —1 <z =<1. Die Kurve y = f(x) wird in der
(z,y)-Ebene durch eine gebrochene Linie dargestellt. Da f(z)

offenbar einer Lipschitz-Bedingung geniigt, ist @ (n) = 0(%), nach

Satz I. Wir wollen hier zeigen, daf ¢(n) nicht o(?[l—(}ﬂ) ist,
und sogar daB oo ljgﬁ‘ = O(p () ist. ‘

Obgleich es sich hierbei um Anndherung durch ganze ratio-
nale Funktionen handelt, werden wir auf einem etwas indirekten
Wege zum Ziel kommen, wobei wir von trigonometrischen An-
niherungen wesentlich Gebrauch machen werden. Wir wenden zwei
Hilfssitze an, die sich auf trigonometrische Summen beziehen. Der-
eine ist der schon auf S. 45 ausgesprochene Hilfssatz Ib. Der
andere ist von Lebesgue*), und der Beweis, den ich hier gebe,
ist ebenfalls im wesentlichen von Liebesgue.

Hilfssatz II. Es gibt eine Konstante K mit fol-
gender Eigenschaft: Sei f(») irgend eine beschrinkte
integrable periodische Funktion mit der Periode 2z,
- T,(x) irgend eine trigonometrische Summe nter oder
niedrigerer Ordnung, S,(z) die Teilsumme nter Ord-
nung der Fourier-Reihe fiir f(#) (n>1); ist iberall
|f@) — T, (x)| << e*¥), so ist iberall |f(#@)—8S,(z)| < Kelogn.

*) Nr. 13, S.15; vgl. S.12. Siehe auch Fejér, ,Lebesguesche Konstanten
und divergente Fourierreihen, Journal fir Mathematik, Bd. CXXXVIIIL, 1910,
§.22—53; S. 23—31.

*¥) Fiir den betrachteten Wert von #; s ist nicht etwa eine Konstante, die
einmal fir alle » gelten soll. '

4
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Der Rest f(z) — S, (2) ist identisch derselbe, den wir bekommen
wiirden, wenn wir f(z)— T,(x) statt f(z) in eine Fourier- Reihe
entwickeln und den entsprechenden Rest bei dieser Entwicklung
bilden wiirden. Nach Voraussetzung ist |f(z)—T,(»)|<<e Es
geniigt also, wenn wir folgende Behauptung beweisen:

Hilfssatz Ila. Es gibt eine solche Konstante K,
daB, wenn g(#) irgend eine integrable periodische
Funktion mit der Periode 2x ist, deren absoluter Be-
trag iiberall =¢ ist, dann die Differenz dieser Funk-
tion und der nten Partialsumme ihrer Fourier-Ent-
wicklung iiberall =Kelogn ist (v >1).

Diesen Hilfssatz ITa werden wir spéter auch fiir sich brauchen.
Es ist nur nétig, den Beweis fiir ¢ = 1 zu filhren; der Satz folgt
dann offenbar allgemein.

Sei s,(z) die Teilsumme #ter Ordnung in der Fourier-Ent-
wicklung von g(z). Nach der bekannten Formel ist

@) = 5 [ g REHE=1) g,

2 sin (1‘-—2—{)
1 @nt1)t
_ 1 sin (27 +
T ox z? (@ +2) — sint
2

_ 1 f‘“ gz +20) 50 sin (2n-|-_]_.2”t~ at,

da der Integrand jetzt die Periode = hat. Da |g|=1 ist, haben wir

1 (3 [sin@e+1)¢]
=
[5,(0)| = f T

_2 Ism(2n+1)t[dt

% Jy sin ¢

Sei dieser Ausdruck mit g, bezeichnet. Es ist
19 (@) —sa(@) | =1+0,

a T T
fz ism(2n+1)tldt f2(2n+T)+f'Tz‘
sin ¢ 0 w
2@n+1)
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sin(@2n+1)¢ _ sin¢ .

Da @n+ Dt ¢ © ( ’ 2(2: F 17) ist, ist fiir diese Werte

von ¢

sin(2n+1)_t_l__ sin(@n+ 1)t ¢ '
fideionlh S = (2n +1) @it i)? .sint§2n+1,

“sint
T
f2(2n+1) [sm(2n+1)t] f = T
b sin ¢ =2

Andererseits ist

7 .4 i
f_z' |sm(2n+1)t|dt /” dt
" sin ¢ ™ sint’

2@n 1) 2(2n -|-‘1‘)'
b4 x\ . ¢ x 1 x 1
- << —_—= =
In (2(2n+1)’ 2)15t sing = 27 sint 2 t°
T k4
f“g‘ |Sm(2"+1)t|dt E_f‘g at
7 sin ¢ 2 7 ¢
2@n+1) 20@n+1)

T T T T
= F e 5 —losggrry] = Foe@+n
2[x =
<[+ Floe@n D] = 1+lg@i+,

|g(x) —s,(2)| <2+log (2n +1).

lim 24 log (2n + 1)
n=o lOg 4

=1
Dieses Verhiltnis hat also fiir # =2 eine endliche obere Grenze.
Wenn wir diese mit K bezeichnen, haben wir

|g(z) — s, ()| < Klog n.

Nach diesen Hilfssitzen liegt es nahe, die Grofenordnung des
Restes in der Fourier-Entwicklung von |sin #| zu untersuchen, da
fiir diese Entvncklung explizite Formeln aufgestellt werden konnen
Sei die Reihe in der Form angesetzt

[sinz| = %+ > (a,, cos mx + b, sin mx).
m=1 B

T
b, j | sin 2 | sin mzx dz = O.
—_

4*
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T
T, = f | sin z | cos mz dz
—

T
= 2f sin z cos mx dx
0

T .

= [sin (m + 1) z —sin (m — 1) z]dz
0

= 0, m ungerade
bezw. %—%T — %-?:—1—, m gerade.

1 1
[sinz| = %[1+(%—1)cos2x+(-g—~3-) cos4x+'--}-

Der Rest im Punkte O nach dem Gliede nter Ordnung ist offen-

5

2 1
(n gerade) bezw. SO

2 1
bar dem absoluten Betrage mnach Pl

(n ungerade) da sin0 = O ist.
Nach Hilfssatz II muB dann jede trigonometrische Summe
nter Ordnung irgendwo um wenigstens

1 2 besw. ol 2
Klogn =(n+1) ez Klogn =n

von [sin 2| abweichen, also insbesondere nach Hilfssatz Ib jedes
Polynom nten Grades in sinz. Das ist aber gleichbedeutend
damit, daB jedes Polynom nten Grades in # um wenigstens diese
GroBe an einer Stelle des Intervalls —1=z=1 von |z| ab-
weichen muB, und wir haben also den Satz bewiesen:

Satz IX. Fiir die Anniherung der Funktion |x]
durch ganze rationale Funktionen von # im Inter-

. 1
valle —1=2=<1 ist nlogn O (¢ (n)).

2. Beziehungen zu anderen Funktionen.

Man sieht sofort, daf der Satz IX von jedem Intervalle gilt,
das den Punkt O im Innern enthilt. Es ist auch leicht ein-
zusehen, wie man das Resultat auf etwas allgemeinere Funktionen
iibertragen kann, zunichst auf irgend eine durch einen Polygon-
zug dargestellte Funktion, dann auf irgend eine Funktion, die
durch Subtraktion einer solchen Polygonfunktion auf einen Rest
reduziert werden kann, der etwa eine stetige zweite Ableitung hat.
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Weniger trivial ist die Bemerkung, daB man auch umgekehrt
direkt beweisen kann, daf Funktionen ausgedehnter Klassen wenig-
stens von eben so hoher Ordnung der Genanigkeit wie 2| ange-
nihert werden konnen. Wir werden folgenden Satz beweisen:

Satz X. Ist f(x) eine stetige Funktion, die in
einem Intervalle a=z=0b3 eine Ableitung von be-
schrinkter gesamter Schwankung 7V hat*), und ist
p,(x), (n=1,2,...), eine solche Folge von Polynomen
bezw. hochstens nten Grades, daf fiir 1=z=1

2] —p@]=v(n)

ist, dann gibt es auch eine Folge von Polynomen P,(2)
m=1,2,...) je hochstens nten Grades, so daB im Inter-
valle a=z=b

[f@)— P,(z)| V(0 —a)y(n)
ist.

Seienz,, z,, ..., z, irgend welche Werte des Intervalls a <z <,
der GroBe nach geordnet, und z, = a, z,,, = b. Sei f(x) die
Funktion, die fiir # = a, 2, %,, ..., 2,, b mit f(z) iibereinstimmt
und zwischen diesen Punkten linear ist. Wenn wir

f(a) = Y f(xx) =Yy .- f(b) = Ysua

setzen, kénnen wir f(z) in der Form schreiben
F@) = v+l @— )+ L@+ +(),

wo wir I, = Y1 =Y gohreiben und fi(») fiir z <u; gleich O, fiir
i+ Vi
x=ux; gleich (I;—1_)(x—=,) definieren. Auf diese Weise wird

f(%) aus einzelnen Winkelfunktionen aufgebaut; y,+ I, (# —a) stimmt
von a bis #, mit f(x) tiberein, y,+1,(x—a)+f,(x) von a bis z,
yo+lo(a:—a)+f1(x)+f,(x) von a bis z, u. s. w.

Wir kinnen f;(z) in der Form schreiben **)

file) = 45 "‘(w @+ | @ — ;).

*) D.h., V ist die obere Grenze der Summe
l f/(w(a)) —_ f/(w(l)) l 4.4 | f’(:c('") — fl(x(r—l)) I

wo ™, ..., z® irgend welche Werte des Intervalls, in beliebiger Anzahl, der Grifle
nach geord.net sind.
**) Vgl. Anfang der auf S. 46 zitierten Arbeit von Lebesgue.
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Wir wollen diesen Ausdruck durch eine ganze rationale Funktion

anndhern.
Nach Voraussetzung ist

llz|-p@|=v(@) fir —-1=s=1.

Ersetzen wir hierin « durch ="

55| -nlsZ)] =t

Iz =@ =C—0)¥(m), —Cb-—a)=z=(0—a),

=y(n), —b-—a=2=(b—a);

wenn wir p,(z) = (b —a) p,,(—b—_ai—E) setzen.

nx—xi—ﬁ,.<x-x>|<(b—a)¢<n), — - Sz-5,= 0 —a);

fiir 2; —(b——a)<x X7 -}—(b—-a), also insbesondere fir o <2 =<<b,
l,—1. I,—1
S =t o — 5l) ~ S (@ =tk B0 — 7))
<II "‘l(b aypm), a=zr=D

%‘:L(x—x.-+|x—xil) = f;(#);

I, —1, —
S5 (@ -2+ p. (v — %)

ist ein Polynom hochstens nten Grades in 2z, das wir mit (%)
bezeichnen konnen. Setzen wir

Pn(x) = yo+lo(x—'a)+p—m(x)+'”+ﬁna(x):
so ist

Fo)— Py @) = Lambltlb=hlt ot hlal gy w),
Nach dem Mittelwertsatz ist |
L= f'&), T, <b <y
und felglich der Definition von ¥V gemiB
[L=bl+ b=+ = [ =7,

und diese Beziehung ist von der Anzahl und der Verteilung der
Punkte z, ... 2, ganz unabhingig.

@) = Pa(z)| =

<7028 4w,
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Diese Ungleichung, worin die Teilungspunkte z,, ..., 2, rechts
gar nicht auftreten, ist richtig bei jeder Wahl derselben Wegen
der Stetigkeit von f(») konnen wir die Punkte so verteilen, daf
| f(#)—f(x)| gleichmiBig beliebig klein wird. Sei nun = 1rgend eine
positive ganze Zahl. Seien die Punkte z,, ..., #, so gewihlt, daB

o) - Flo) | = V—(”;@ ¥ ()

ist. Bilden wir das diesem f(z) entsprechende Polynom P, (2),
so ist

|f(@) = P, (@) | =V~ a) ¢ (n).
Wir haben also das, was gesucht wurde.

Die Kenntnisse, die wir in den vorangehenden Seiten ge-
wonnen haben, gestatten uns nicht, diesen letzten Satz anzu-
wenden, um weitere Resultate zu bekommen. Aber er ist des-
wegen interessant, weil er die Aquivalenz zweier zunichst schein-
bar verschiedener Probleme ans Licht bringt. Wenn es einmal ge-
lingen wiirde, zu zeigen, dafl [z]| von einer bestimmten hoheren Ord-

nung als % angenshert werden kann, so wiirde dasselbe fiir jede

Funktion folgen, die eine Ableitung von beschrinkter Schwankung
hat; und umgekehrt, wenn man eine einzige solche Funktion kon-
struieren kénnte, deren Annidherung von keiner hoheren Ordnung

der Genanigkeit als %— sein kénnte, wiirde der entsprechende Satz

fiir die Funktion |2| bewiesen sein.

ABSCHNITT 1V.

Untere Abschiitzungen von ¢(n) und z(n) bei allgemeineren
Klassen von Funktionen.

1. Nicht-Existenz einer gleichméssigen oberen Abschitzung

fir die Gesamtheit der stetigen Funktionen. '

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einem Satze, von dem
schon in der Einleitung die Rede war, und der folgendermaBen
ausgesprochen werden kann:



— B —

Satz XI. Ist ¢(n) irgend eine positive nie zuneh-
mende Funktionder positiven ganzzahligen Verédnder-
lichen n, die fiir # = oo den Limes 0 hat, dann gibt es
eine im Intervalle 0=<z=<1 stetige Funktion f(z), so
daB fiir alle Werte von

P, )= (n)
ist. _
Sei 7(0) = (1) = 72) = y(1), y(n) = v(n—2) fiir n=3.
Fiir nicht-ganzzahliges n sei y(n) linear definiert zwischen je
zwei aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen. Man setze einfach

f(x)—_—x(;lx-)cés-li, 0<z=1; f(0)=0.

Diese Funktion ist offenbar stetig.

FE) = -2, 1(55) = 1@ f(g5) = —2®

T
1 . gy
() = C a0+ = V)

f(x) nimmt also an (v +2) Punkten des Intervalls Werte an, die
‘absolut genommen =1 (n) sind. Wiirde ein Polynom nten Grades
im ganzen Intervalle, oder auch nur an diesen (»-+2) Punkten
um weniger als ¢ (n) von f(z) abweichen, so miifite es (» -+ 1)mal
das Vorzeichen wechseln, was nicht moglich ist.

-Setzt man y(n) = 1 fiir die ganzen Zahlen %, fiir welche
p(m—2)>1 ist — das kann nur fiir eine endliche Anzahl von
Werten von # eintreten — so kann man sogar erreichen, daf
im ganzen Intervalle |f(z)|=1 ist, wihrend die Ungleichung
@,(n) =1 (n), von einer endlichen Anzahl von Werten von n ab-
gesehen, bestehen bleibt.

Der Satz XI zeigt, daB es keine einzige Funktion o(n)
= o(1) gibt, so daf fiir alle stetigen Funktionen f(z) die Ab-
schitzungsfunktion @, (n) = O(w(n)) wire; denn, wenn man etwa
p(n) = \w(n) nimmt und die entsprechende Funktion f(z) wie .
vorhin konstruiert, so ist o(n) = o(p,(n)), d.h., jedes beliebige
Vielfache von o (n) wird fiir jeden Wert von #» von einer gewissen
Stelle an von ¢,(n) iibertroffen.
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2. Beispiele dafiir, dass bei Lipschitz-Bedingung ¢ (n)
bezw. z(r) nicht o (%) ist; Verallgemeinerungen.

Um weiter in derselben Richtung zu gehen, wollen wir fol-
gende Resultate herleiten, die den S#tzen I und VI gewisser-
mafen komplementér sind:

SatzXII. Es gibt Funktionen, dieeiner Lipschitz-
Bedingung geniigen, und fiir die trotzdem ¢ () nicht

o(%) ist*). ,
Satz XIII. Es gibt Funktionen, die periodischsind
mit der Periode 27, und die einer Lipschitz-Bedingung

geniigen, fiir die trotzdem z(»n) nicht o(%—) ist.

Wir beweisen diese Sdtze so, daB wir Beispiele solcher Funk-
tionen konstruieren; wir werden zunichst den Satz XIII erhalten,
und XIT als eine Folge daraus ableiten. Satz XIIT ist schon von
Lebesgue bewiesen worden, und zwar in einer allgemeineren
Fassung, auf die wir spiter zuriickkommen werden; ich gebe im
wesentlichen den Lebesgueschen Beweis wieder, und brauche
dieselbe Methode weiter.

Wir betrachten zunichst eine Hilfsfunktion g,(z,«). Diese

Funktion werde im Intervalle (O, —725) folgendermafen definiert:
Sei « eine Zahl zwischen 0 und —g—, Ol<e< 12‘—

Sei 7 eine positive Zahl**).
Sei n eine ganze Zahl, die folgenden Ungleichungen geniigt:

: 6
(52) AT =%
1 1 o
1 9 log 3 b7
(Be) 6 1+n(1—10g4)logn>——\/§.

*) Dieser Satz hat natdrlich erst dann einen Sinn, wenn von einem be-
stimmten Intervalle die Rede ist; ist er aber far ein solches Intervall richtig, so
ist er es auch fiir jedes Intervall.

*¥) Zum Beweise der vorliegenden Satze ist es durchaus hinreichend, 7 =1
zu setzen. Die Willkiir in der Wahl von 7 wird erst bei einer spiteren Gelegen-
heit gebraucht.
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Sei p die grofite ganze Zahl, fiir welche

an
n+1=
ist. Nach (Ba) ist p=3; ferner ist p < —— 2n+1
Es ist klar, daB die Ungleichungen 5a...Bc erfiillt sein
werden, wenn man # nur grofl genug wiblt, und daf, wenn sie
fiir einen Wert von n gelten, das auch fiir alle groferen Werte
von n der Fall ist.

Sei nun

%@, @) = 0, | 0=r=< 2;__’:_1,
2 (@, &) =. —2511—1 sin (2n + 1) —523, 2;‘11_ =s= héip:f’
(@ @) = 0, 2ipff§-x$ =

AuBerhalb des Intervalls (0, %) sei

T
(@) = t@—2,0), F=a=mx;

ye @) = g.(—2, “); —-néxgo;

und 7,(x, ) sei periodisch mit der Periode 2. Die Beziehungen
In(Zy €) = g (— 2, @), 1, (%, @) = g, (— 2, «) gelten dann natiirlich
fir alle , auch auferhalb des Intervalls (—x,n). Die so defi-
nierte Funktion ist offenbar stetig, und man sieht leicht ein, daf
sie einer Lipschitz-Bedingung gentigt; es ist

(6) I%n(xa! a)_xn(xua)léé‘]xa"xxl‘

Betrachten wir nimlich zun#ichst den Fall, daB 2, und =z,
einem einzigen Intervalle angehoren, wo ¢,(z,«) die Form

sin (2n + 1) 2 hat; in dem Falle ist

O+ +1
1 @ 1 1 2 1
a1 Smlent )2 2n+1 sin (2n + )
1 2n+1 2n 41
= oIl |2, — 2, ’2 lcos ( n2 ) ,

@ =E=u),
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Beriicksichtigt man die Symmetrieeigenschaften von y,(#, ) und
auch die offenbare Tatsache, daf aus

If@) = fe) = Ale—a),  |f@)—f@) <1|z,~g,,
die Folgerung
lf(xa)— f(xx)l é A |x8_xll

gezogen werden kann, wenn x, zwischen z, und z, liegt, so er-
kennt man, daf die Ungleichung (6) fiir alle Werte von z, und z,
besteht. '

Die Lebesguesche Funktion ist etwas einfacher als diese.
‘Wir haben diese Definition angesetzt, um dieselbe Funktion auch
zam Beweise des Satzes XII benutzen zu kénnen.

Sei die Teilsumme 7 ter Ordnung der Fourier-Reihe fiir y,(z, «)
mit s, (), der Rest mit 7, (a:) bezeichnet.

50(0) = —f o2t G g
T— i
) . . 2 2 .
nach der allgemeinen Formel. (Ob wir f ati oder f . schrelbep,
—T2 )
ist gleichgiiltig, da der Integrand die Periode x hat.)
Betrachten wir nur den Punkt 2 = 0; dort ist
7'”(0) = xn(07 0&)—3"(0) = —sn(o))
T
—n@ =1 [ 2 o &4
—'é‘
2 (3 @+t
_ 2 sin (2n +1)¢
= ;fo I (o) ==
2 f2n+1 sin’(2n + 1)t
(2n +1)= sint
2n + 1
3 @nt1)t
2n+1 x_)\sim@et Dt
+f m(2n+1)(2 ) s
2 2n+1

Im ersten Integral ist der Integrand stets positiv.



2n—|—1 sin’(2n +1)¢ Q=
2 sin ¢
2n+1

—=f; . 9

2 2n +1 sin*(2n +1)¢

>2f - id —smi ¥
=38 (1'—1)7""'6—

2n 41
102 (ha 1 g (B dt
>Zi§3./;, t _‘Iizs i
) 2n+1
m+1 2 1 B 2n+1 & 1 2x 1
=~ 27 ) *= I 27 3 m+l
o
p+1
=l 3 l>—1—/ @ [log(p+1)—log 3]
6::8@ 6 3 t
1 log 3
=F10g(p+ )[l_log(p+1)]
Aus p=3 folgh 283 _ < logd

L5

(p+lm _ «
onti 2’

(da p die grofte ganze Zahl ist, fiir welche noch =

£llt);

10g(p+1)>10g(n+—;—)+logi;—>1+ log(n+ ;)

(nach Bb)

1+
1
Liogtr+0]t

-

log (»+1)

2n+1
7

o df
<< —_
fﬂ smt<
4

log(p+1) = log4"

_ log3 log3
] 3 1+n( To; 4)1°g

T sint

2n+1

p+1>r—-

log n.

2n2_”‘_1 in(2n+1)( )

'2_dt

=V

(2n+ 1)05
2 )

sin (2n 4 l)t

sm t

ER
ok

2n + 1 sin 2(277,+ 1)t it
D=

2px
w1 =

d

1 . B gt
Zigsj;, sint

= « aus-
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Mit Riicksicht auf (5¢) ist dann

T
2n—|—1 2n+1 o log3
f +f P“ 13 1+n<1 log4)1°g”'
on1

Sei

1 1 (1__1‘)%3)___1(11).
2z 12 147

1™ ist eine Konstante, die unter allen den willkiirlich gebliebenen
GriéBen nur von 7 abhingt.

|70 (0)] = 1 1B,

Damit haben wir die wesentliche Eigenschaft der Funktion y,(z, ).

Wir wollen nun daraus eine Funktion y(2) konstruieren, die
diese Eigenschaft hat, nicht allein in Bezug auf einen einzigen
Index %, sondern in Bezug auf unendlich viele solche.

Sei n, eine ganze Zahl, welche fiir « =2 den Ungleichungen

3
Ha..bc geniigt, und auBerdem den folgenden:
2K 4
7 n
0 n, > 3, | n, > l(”) , o, 1 <1.

Dabei soll K die Konstante des Hilfssatzes Ila bedeuten. Der
Bestimmtheit halber sei n, die kleinste ganze Zahl, die diesen
Bedingungen geniigt. Sie werden natiirlich auch durch jede grofere
Zahl erfiillt sein.

Sei #, die kleinste' ganze Zahl, fiir welche

n, =N, 147
ist. Aus dieser Ungleichung und den Ungleichungen fiir », wollen
wir nun eine Reihe von Folgerungen ziehen.

2n,+1 2n, 2n, 1,8 _ 6z
2nl+1>2n1+1>2.2nlg—2—”‘>2 4’

6 < dz -
2n,+1 ~ 2n +1°

2)
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b) log <n + é ) I -:Il- log 1, =log n,

1
2, . .
= log 4 = ll 08 5 + i ((7), dritte Ungleichung).
1 9 log3) 1 9 ( __1083) =z
9 & T+q (l_log‘l logm =5 157 (1 " Tog2 log"‘>\/2"
D. h., die Ungleichungen 5a...5¢ sind simtlich erfiillt, wenn wir
o« = -2-’%—4“:1—, n = n, nehmen.
1
Auferdem finden wir
2n,+1 7, 1, _K
@ . T =TI
K )
2, +1 = dn,

Definieren wir jetzt der Reihe nach die Zahlen 7, %,... durch
die folgenden Ungleichungen:

1+".<n <n1+n+1,
+n<n 4 -1+n+1,

. s. w. Dann finden wir jedesmal, daf die Ungleichungen 5a...Be¢
4w

durch ¢ =
urch « ST

T = erfiillt sind, und

K Z(n)
2 +1 dn_,

®)

Die Reihe der Zahlen #,,7,... ist nach den gemachten Test-
setzungen eindeutig bestimmt, sobald man % einen festen Wert
beigelegt hat.

Sei v, ein Symbol, das die Bedeutung O oder 1 haben soll,
je nachdem der Rest nach den Gliedern #,ter Ordnung in der
Fourier-Entwicklung von g, (x, —’é—) im Punkte O absolut genommen

™ '

= oder <——2-
2

Rest nach Gliedern #,ter Ordnung in der Entwicklung von

: Do)
() : _ Zm(xy 3 +’vaxn2(x7 2n1+1 '

log n,

ist. Sei v, = 0 oder 1, je nachdem der
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()
fiir # = 0 absolut genommen > oder < 22 10g g

ist. Sei o,
8
dhnlich definiert, indem man =, statt », schreibt und der Funktion

. . 4 .
(9) ein Glied v, g, (x ) m) hinzufiigt, u.s. w. Auch die Folge
Uy, Vg, U,y - .. ist dann eindeutig bestimmt.

Man bilde endlich die Funktion

2 = (5 )+ (o 5, ) v o ) -
Fiir irgend einen festen Wert von x ist hochstens ein Glied dieser
Reihe von O verschieden, da die Funktionen g,; so definiert sind,
daB die Intervalle, in denen sie von O verschieden sind, nicht iiber
einander greifen; die Konvergenz der Reihe ist also keinem Zweifel
unterworfen. Man braucht ferner keine allgemeinen Reihensitze
anzuwenden, um zu sehen, daf y(z) stetig ist und der Lipschitz-
Bedingung

1 @) — @) =} |2, —,|

geniigt, wenn #, und 2, irgend zwei Werte von = sind. Man sieht
das durch Anwendung derselben Uberlegungen, die im Falle der
einfachen Funktion y.(%,«) gebraucht wurden. Die Hiufung der
Ubergangsstellen von einer analytischen Definition zu einer an-
deren in der Nihe der Punkte O, m,... bringt wirklich keine neue
Komplikation. Seien z,,z, irgend zwei Werte von z, und z, = z,.
Gehoren sie nicht einem Intervalle an, wo y(z) durch einen einzigen
analytlschen Ausdruck definiert ist, so kann man zwei Werte
x', 2" finden, z, =2’ < 2" =, so daB z, und 2’ einem solchen
Intervalle angehoren bezw. zusammenfallen und z” und z, eben-
falls, und so daB z(z) in 2’ und 2” verschwindet. Wir haben dann

l2(@)— 1 @) =} 12" ==,
IZ (xz) - Z(x")l = % Ixs - xuly
wie bei der Betrachtung von g,(#, «), und natiirlich
[2(@") =2 (@) = 0=4%[2"—2),
also

Ix(xz)—x(xx)lé%lxz _xll'-
Ferner ist

1(=2) = (@), 1x—2) = 1@
Der Rest nach den Gliedern #,ter Ordnung in der Fourier-
Reihe fiir 4(z) im Punkte O ist gleich
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Rest [, + Vs tna -+ -+ Vs Anga) + Best [0,0,]
+ Rest [vi-u y 2 +-- ]

Diese drei Reste seien mit R, , R,, R, bezeichnet. Ist v; = 0, so
ist nach der Definition von v;

(m)
e I_L log n
n;

Ist v, = 1, so ist
l(ﬂ)

log = log n;
(B> B2 R )< S5 B

Jedenfalls ist
()
|B,+ B, = 5~ ! 1°g"' :

Die Funktion v, fny, + -+ ist dem absoluten Betrage nach stets

1
<
_———-——2%“ 1 nach dem Hilfssatz Ila ist also
K log »;
|R8i< 2”I'~H+f7
und die Anwendung von (8) ergibt
l(") log n,
| By| < g =t

v

Fiir jeden der unendlich v1elen Indizes n,, n,... gilt folglich die
Ungleichung

l(") log m;

n;

| R,+ R,+ R,| >

Daraus folgt sofort der Satz XIII. Denn wir wissen fiir jeden
der Indizes #;, nach Hilfssatz II, da8 jede trigonometrische Summe
n;ter Ordnung irgendwo um wenigstens

von y (z) abweichen muB. Das heift, y(z) ist in der Tat eine
solche Funktion, daB =y (n) nicht o(%) ist.
Anch der Satz XIT lift sich jetzt leicht ableiten. Da die

Funktion g (z) periodisch mit der Periode 2 und auBerdem gerade
ist, ist sie eine eindeutige Funktion von cosz. Diese Funktion
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von cos # geniigt jedoch keiner Lipschitz-Bedingung in Bezug auf
ihr Argument; die Differenz |2,—z,|, welche -in der schon auf-
gestellten Lipschitz-Bedingung vorkommt, kann jedes Vielfache
von [cosz,—cosz,| fiibertreffen. Aber y(x) geniigt noch einer
Symmetriebedingung, némlich y(x —z) = 4 (2), und ist demzufolge
auch eine eindeutige Funktion von sin z, = o (sin z). Diese Funktion
gentigt nun in der Tat einer Lipschitz-Bedingung in Bezug auf
ihr Argument, da sie in der Nihe der gefshrlichen Punkte, wo

a . .
o5 Sne = 0 ist, den konstanten Wert O hat. Seien sin,, sin z,

irgend zwei Werte von sinz. Wir kinnen annehmen, da8 z, und
T o .. .

%, dem Intervalle (—- 5 —2—) angehdren, und zwar im ungiinstigsten

Falle, da y(2) nur in Punkten solcher Intervalle von 0 verschieden

ist, wo |cos z| > cos—g ist, daB die Ungleichungen

1 0.7 7 7
—T::’,_é 1="9 _"‘g'éxaé"a—
bestehen. Wir haben dann
[sinz,—sinz,| = |2z,—,||cos &|, 2, <E=<ux, (bezw. z,<E=2),
T 1
;Ix:'_‘xnlcos “3" = ’glx:_xll;

|¢ (sin @) — ¢ (sinz,)| = |z (2,) — % (%)
ié‘ lxn—xll é iSinxa_Sinx1|5

¥ geniigt also dieser Lipschitz-Bedingung.

Man nehme an, es wire fiir die Darstellung von o (z) im
Intervalle —1 =<2 =<1 durch Polynome, gy (n) = o(—};). Wenn
wir als Argument von v wieder sinz schreiben, wiirde diese An-
nahme besagen, daB v (sin ) mit der genannten Ordnung der Ge-
nanigkeit durch eine Folge von Polynomen in sin z dargestellt
werden kann, also, nach Hilfssatz Ib, durch eine Folge von trigo-
nometrischen Summen in 2. Das ist, wie wir wissen, eben nicht
moglich. Es ist also ¢ (x) tatsdchlich eine Funktion von z, die
einer Lipschitz-Bedingung geniigt, und fiir die ¢, (%) nicht o (%)
ist. Wir haben hier das spezielle Intervall (—1,1) vor Augen
gehabt; aber, wie schon bemerkt worden, 148t sich der Satz sofort

auf ein beliebiges Intervall iibertragen.
5
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Die grofere Allgemeinheit in der Formulierung des Satzes
bei Lebesgue (fiir den Fall der trigonometrischen Annsherung)
besteht darin, daB er ihn mnicht nur fiir den Fall einer Lipschitz-
Bedingung aufstellt, sondern in der allgemeineren Form, die dem
Satze VIII entspricht, allerdings nur unter gewissen Annahmen
betreffend die Beschaffenheit der Funktion o (0). Der Beweis ge~
staltet sich folgendermaﬁen

Wir nehmen an, wie wir schon an einer anderen Stelle geta.n
haben, daB w(d) bei wachsendem J eine.nie abnehmende Funktion

@ (9)
E)

und lim @ (d) = O ist, aber auch noch, da8 nie zunimmt.
=0

Diese letzte Einschréinkung ist der Natur der Sache nicht fremd,
denn sie sagt aus gewissermaBen, daf o (0) fiir kleines 0 nicht zu
stark gegen O konvergieren soll; und eine derartige Annahme ist ganz

naturgemiB, denn wire fiir irgend eine Funktion ¥1m gd) = 0,
d=0
so wiirde das bedeuten, dafl die Funktion fiir jeden Wert von z
eine verschwindende Ableitung hat, also gleich einer Konstanten
ist, ein trivialer Fall. Allein die Annahme, die wir gemacht haben,
und zu der wir o(d) >0 fiir d >0 hinzufiigen, verlangt etwas
mehr, als daf 3J.m Sy) nicht O sein soll.
=0
‘Wir wollen eine solche Funktion g (#) konstruieren, daf =y (n)

nicht o (m (3—"—)) ist.
"
An Stelle der Reihe der Indizes #; bilden wir eine Reihe von
Zahlen v;, wie folgt: Sei », die kleinste ganze Zahl, die mit

e = —735 den Ungleichungen 5a...5c geniigt; (wir geben 7 irgend

einen festen positiven Wert); sei v, i = 2,3,... die kleinste ganze

.o . . 4n
Zahl, die diesen Ungleichungen mit « = S 1 .und aufler-

dem der folgenden geniigt:

__1(_@( 2 )<1("_’ 1 ( 2n  \ 2w +1
2z \2v,+1 4 2%_14_1) 2x

Wenn v, ..., v, definiert worden sind, kann man immer eine solche

Zahl v, bestimmen, da lim m(??”—.) — 0 ist. Mit diesen In-
’ Y=00 '”+l

dizes definieren wir dann die Funktionen

£ 4w
YA x:'3—)7",'; x'u‘-<wa —2,”—':'1—))
-1

(10)

I—l
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Den Zahlen v, entsprechend fitlhren wir eine Reihe von Sym-
bolen w; ein, wo w; = O oder 1 sein soll, je nachdem der Rest
nach Gliedern »;ter Ordnung fiir z = 0 in der Fourier-Reihe fiir
v, + Wy Xy, -+ Wi 7y, | Bbsolut genommen

= oder < ——

™ logw; m( 2z \ 2041
[ 21’.+1) 276

ist. Und wir setzen

2x 2y, +1 2z 2v,+1
(2u,+1)' o xvx+‘?’(2yi+1)' o Yaln,
2x 2v,+1 '

(2v,+1). 2% Wk,

Uberzeugen wir uns, dab y(z) tatsichlich der Bedingung geniigt
[1(@) —2 @) = 0(d) wemn |z,—2,| =0 ist.

Da wir angenommen haben, daf o(d) bei wachsendem & nicht ab-
nimmt, brauchen wir nur zu zeigen, daf

l%(xa) - Z(x1)| = m(lxu _xll)
ist. Seien z,,x, zundchst zwei Werte, die einem Intervalle ange-
horen, wo y(x) einen einzigen analytischen Ausdruck hat, etwa
( 2n ) 27n,+1 1
2v,+1 2x 2v,+1
(Die anderen Ausdriicke, die durch Symmetrie oder Periodizitdt -

daraus entstehen, sind ebenso zu behandeln). Wir kopnen im
Intervalle :

1) = @

sin @, + 1)%.

7& T

Y F=@ntl)g 5=9" T Omt1

b

211,'+ 1

Sr=

zwei Werte 7,, %, so finden, dafl
sin (20, +1) 5t = sin (@2, +1) 5,

sin @y, +1) 5 = sin @y +1) 3

und
Iiz - illé[xl _xxl
ist.

f— —_— i 1
| sin 2wt 1) % — sim @it 1) 2| < 22 7,3

20 ) 2+l [ 1) gin @) 2
() 2t ey | n+ ) —sinntn

b *
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IA

1 o ) O, + 1 iz
?"’(2w+1 o

2_—1l

1 ”(E‘v%ﬂ AN,

2T o o( 7~z °U&m=aD
21/,'+l
=3 0(%-%)
= z 2 1
- - 2z w(d) . .
(da |7,—7,| = S 1 und 3 eine nicht zunehmende Funk-
tion ist)

= 12“ © (l‘xa - ')7

da |Z,—2,|=|z,—x,| ist und ®(d) bei wachsendem & nicht ab-
nimmt. Jetzt seien z,, z, irgend zwei Werte von 2. Wir finden
auf der durch z, und z, begrenzten Strecke zwei Werte z’, 2" wie
auf S. 63; '

l2@)—1@) | =t0(s' -2, <to(2—z]),

|1(@) -2 )] =0,

Il(x!)_X(x")l ééw(]xa'—x” Dééw(!xz"xxl)a
also

Ix(xn)_%(xx)‘é w(lxa'—xxl)'

Nachdem wir das haben, ist die Sache ganz einfach. Wir
spalten den Rest nach Gliedern »;ter Ordnung in der Fourier-
Reihe fiir y(z) im Punkte 2 = O in drei Teile R, R,, R,, wie
vorhin. Ist w; = 1, so ist

IR,)gm( 2 ) 2v;+1 .Z(n) logv,-_

2v;+1 P v;

Sowohl bei w; = 1 als bei w; = 0 ist dann

(m)
|R1+R2[g%. 1°g”f.w(

Vi

2x \ 2v,+1
2fui+1) 27

%\ 2w, +1 l
t?’(%m-;-l)' 2 ‘w"ﬂx"’iﬂ—*—“'

- 1 ( 2 ) %, 4+1 1 ( o
—_— ® . = —0® | 5——1-
2”{4—( +1 2v;,+1 27 27 211.-_,_1 +1 )
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1 27
|R,| = Klog w5 m(—WH)

<logv,-._4.y_im (——F}i_l_ i )._*2,z ,
nach (10).
™ logv; 2% 20+ 1
I-R1+-Ra+-RsI>T'_T'm<2w+1)' on )
o (L) o (29?_
21’:"" 1 -~ v; )

LT 2

24+ 1 v
also

Lw(_ﬁ 2m )._21’€+1 =1 (27
Vg 2v,+1 2 — 2% v )?

2
v;

l(’ﬂ)
[R1+15,+R,i>»§;m( )1ogy,..
Es folgt sofort, daf jede trigonometrische Summe ; ter Ordnung

l("])

um wenigstens »-- - @
g 8K

nicht o ( ® (—2—;-”-)) sein kann.

(%’5) von % (¢) abweicht, da8 folglich =, (n)

Fir den Fall der Polynomdarstellung setzen wir 1 (%)
= 7 (sin #), und beriicksichtigen wieder die Tatsache, da8 wir zu
einem Wertepaar sinz,, sinz, im ungiinstigsten Falle solche Werte
von z,, z, finden kinnen, daf

|sinz,—sinz, |=%|z,—z, |
ist.
|¥ (sina,) —¢(sine,)| = [g(@)—1() | = (|2—a])
=o(2|sinz,—sinz, )< 2w (|sin 2, —sinz, |), )

wegen i%‘fl__ﬂéﬁ) Setzen wir 20 = w,, so ist
l"»b(xa)—'p(xx)léml(lxa'—xxl)
fir ,, #, in (—1,1); und o, ist natiirlich eine ebenso allgemeine

Funktion wie . Wir finden dann, daf fiir die Indizes » =
und —-1l=<<z=<1
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l(ﬂ) o l(ﬂ) O l("?) )
7= gx o (3) = 15 ()~ Tox o (5)
ist. (2 ist die Lénge des Intervalls) Mit den Einzelheiten der
Ausdebnung auf ein beliebiges Intervall will ich mich hier nicht
aufhalten. Das Resultat bezieht sich nur auf die GréBenordnung
. des Fehlers; der konstante Faktor wird nicht durch diese Methode
als proportional der Linge des Intervalls gegeben.

Eine andere Verallgemeinerung der Sitze XII und XIIT ist
eine solche, die Sdtzen II und VII entspricht. Ich fithre den Be-
weis fiir den Fall & = 4%).
~ Sei 2,(#,«) &hnlich definiert wie vorhin, nur daB wir # jetzt
den Ungleichungen

6“1504,

(6a) prE

. 1 1 '
®b) —T-log(n+-2—)>flog—z«l,

(5 C') 1 1 (1 log 3

T
—3"—2—,— -—'I—O—é-z) logn >~\-/2;-
unterwerfen**) und die Definition von y, (z,«) in
24 2pn
MFI =25, 1T
durch

—_— 1 2.8 4 . @
Tn (2, 0) = m,,— sin® (2n + 1) 5 |8in (2n+1) o

ersetzen. (Bei ungeradem % wiirden wir einfach

1 <k z
3 sin (2n + 1) 5

@n+1
zu setzen haben).
2 T [sinf (904 1)
- —_c 2n-41 | 810’ (2n ]
T (0) (2% +1)4 p o e dt
on 1

T 2

2 241 ., Z . T Sin(2n+1)t
Yl @D (G- sm(2n+1>(‘2“‘)l"i et #|

2 onf1

*) Ich kirze die Rechnungen ab, wo sie den fritheren genau entsprechen,
**) Wir fiihren hier kein unbestimmtes 7 ein,
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. T
T — —

6 ' ‘
f2n+1 |sin*@n+ 1)t o Efm=ﬁ- |s1n5(2n+1)t] &
@

2 sin ¢ i=38 T
; sin¢

=a‘

2n 41

1 B: dt | 1 2. 1
-1 > g1 __gi%
. 28 ;gsﬁ sing ~ 2F og(r+1) [1 ~ log (p+1)

(indem wir die ZW1schenrechnungen von 8. 59—60 wieder an-
wenden)

1 1 log3
= 13- 28
17 2
27 mF1|_ = 11 log3
L—_ o <2v§.<€-—2—,—<1 1g4)logn
2 o1

2 9

Gnilw Z@nyw "=l
Sei .
m kL (il
3z 6 2 log4
Dann ist

|7,(0)| > 1182,

Sei v, die kleinste ganze Zahl, die fiir o« = % den Unglei-

chungen ba, Bb', 5¢' geniigt. Sei v, i = 2,3,... definiert als die
Kleinste ganze Zahl, die denselben Bedingungen fiir « — %-4—’-‘:1-

-1
und auch der folgenden geniigt:

. oK b

@r 1 =L,
wo K dieselbe Bedeutung hat wie frilher. Nachdem man eine
Reihe von Zahlen w; den jetzigen Verhiltnissen entsprechend defi-

niert hat — wir brauchen die genaumen Formeln nicht aufzu-
schreiben — setze man '

7 : 4
1(x) = Xy, (x, g‘) +‘w,xw, (x, mj)*’



Man kommt sofort zu den auf diese Funktion beziiglichen Un-
gleichungen
l log v;
| R+ B =5 =25

%

Klogv, < _l_ log:/, ’
Vi1 + 1) Vi

l logv,.

| By <

1) | R+ B+ B>

Es ist nicht schwer zu sehen, daf y(z) eine stetige dritte
Ableitung hat, welche einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Wege-n
der Symmetrieeigenschaften der Funktion geniigt es, wenn wir
das fiir das Intervall (O, %) nachweisen. Ist z ein Punkt dieses

Intervalls, wo z(#) von O verschieden ist, so hat z(#) in einer
ganzen Nachbarschaft des Punktes die Form

(12) g(@) = % —l— sin*m ——2-,
wo m eine positive ganze Zahl ist.

4 . x z
* 2y (%) = —5sin’m—5-COSM 5, U.8. W.
m

2 2’
Die dritte Ableitung hat die Form

1" (%) = —sinm = p(2),

wo p(z) ein Polynom in sin "5 und cos m - ist*). In einem von

0 verschiedenen Punkte, wo yx(x) gleich O ist, ist yx(x) nach jeder
Seite hin entweder gleich einem Awusdruck (12) oder identisch
gleich 0. Jedenfalls existieren erste, zweite, und dritte Ableitungen
nach rechts und nach links, und diese Werte sind alle gleich ein-
ander und gleich 0. Wir haben noch das Verhalten im Punkte 0O
zu untersuchen. Sei » ein von O verschiedener Wert im Inter-

valle (0, %) Ist 4 (%) % 0, so ist

e 1 . x z x x
*) Explizit is " = — = 891 — — B 8in?m — 2.
) Explizit ist 4 5" (z) o sinm 3cos®m 5 5 sin?m 5 cosm 2]
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1 . h
= —_— 4 —_
1 () * i Sioim o,

und zwar mit einem solchen Wert von m, da8 % > 4z ist, also
m

PIOIE= L<<£;) .

m

Diese Ungleichung gilt natiirlich auch, wenn (k) = 0 ist.

1) —x0) | _ | x(k) 1\,
=0 _"—‘<(ZE)"’
. g (B)—x0)
Emi) /L—é = 0.

D.h, #'(2) ist im Punkte O vorhanden und gleich 0. (Explizit
sprechen wir hier natiirlich nur von der Ableitung nach rechts,

da wir uns auf das Intervall 02 < <—— beschrinken, aber die

Resultate lassen sich sofort auf jedes andere Intervall iibertragen.)
Fiir einen von O verschiedenen Punkt % ist

L 2 h h 2 1)\*
g’ (k) = 0 oder |y () =‘ P sin’*m - 5 cosm?I§W<2 (ﬂ) h?,
!
im ZB=2O) _
h=0 h_'

2"(0) = O; una ebenso findet man, daf x”(0) existiert und gleich
0 ist, auch daf §"(z) fir £ =0 den Limes 0 hat. Die dritte Ab-
leitung von y(z) ist folglich ausnahmslos vorhanden und stetig.

Wenn man auf die analytische Definition der Ableitung zu-
riickgreift in den Intervallen, wo sie von O verschieden ist, sieht
man durch wesentlich dieselben Betrachtungen, die wir bei anderen
Gelegenheiten angewendet haben, daB sie einer Lipschitz-Bedingung
geniigt.

% (%) ist wieder eine eindeutige Funktion von sin z, = v (sinz).

d . d dz
Faing Yne) = o1 —d-sf‘ = o5z ¥ @);

a . ”
(dsinz)? ¥ (sinz) = Costz ¥ @)+ c——s—;x (@5

a . 1 e sinz 142sin’*z
(dsmax) ¥(sinz) = Joy/ (#)+3 cos'z X 1 @)+ otz X ().

Da iiberall, wo nicht 7'(z) = 7' (®) = y"(x) = O stattfindet,
cos >3} ist, sind die beiden letzten Glieder dieses Ausdrucks
stetige Funktionen mit stetiger erster Ableitung, wéhrend das
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erste Glied einer Lipschitz-Bedingung geniigt, da 3" (z) es tut;

dasselbe gilt also von dem ganzen Ausdruck, als Funktion von

angesehen. Und da diese Funktion in der Néhe der Punkte, wo

—d(—z—sma: == 0 ist, identisch verschwindet, geniigt sie einer Lipschitz-
z

Bedingung auch in Bezug auf sinz. Aus (11) folgt, daf fiir die un-

endlich vielen Werte 7 = v, von % jedes Polynom nten Grades in

in (—1,1) um wenigstens Z%_ﬁl‘- von 3 (z) abweichen muf; und

das entsprechende gilt natiirlich betreffend die Darstellung von
7(#) durch eine trigonometrische Summe. Fiir allgemeines %
kinnten wir ohne wesentliche Anderung des eben dargelegten
Beweises die Sitze ableiten:

Satz XIV. Es gibt Funktionen, die eine (k—1)te
Ableitung haben, welche einer Lipschitz-Bedingung

geniigt, und fiir die trotzdem ¢(n) nicht o (—3,;) ist.

Satz XIVa. Es gibt Funktionen, die periodisch
sind mit der Periode 27, und die eine (k—1)te Ableitung
besitzen, welche einer Lipschitz-Bedingung geniigt,

fiir die aber z(n) nicht o (—3;) ist.

3. Beispiele dafiir, dass bei Lipschitz-Bedingung

1

1 .
PR = O0(p(n)) bezw. —— = O(r(n)) ist.

e
(Methode des vorigen Paragraphen.)

Bei dem Satz XII haben wir zu dem Intervalle (—1,1) eine
Funktion % (#) konstruiert, von der wir bewiesen haben, daf sie
einer Lipschitz-Bedingung genugt daf jedoch fiir die unendlich
vielen Indizes #, ¢ = 1, 2, 3,.

A
Py (n) > "

ist, wo g eine Konstante ist, auf deren genauere Bestimmung es
hier nicht ankommt. Wir kionnen nicht behaupten, daB das fiir
jeden Wert von # eintritt. Aber fiir einen beliebigen Wert von
»n kinnen wir doch etwas aussagen. Sei

n<n=n,,.
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(Von den endlich vielen Werten n=#, kinnen wir absehen). Jedes .
Polynom nten Grades kann als ein Polynom n;,, ten Grades an-

gesehen werden, und mufl daher um wenigstens von () ab-

+1

weichen. Andererseits ist nach Definition der =

1
Ry << M5 +n+l<n1+"

da n=m+1 ist*). 7 ist dabei irgend eine positive Zahl; allein

¥ (%) ist erst dann definiert, wenn n gegeben ist. Das ergibt:
Satz XV. Zu jeder positiven Zahl 5 gibt es Funk-

tionen, die einer Liipschitz-Bedingung geniigen, fiir

. 1 .
die aber —T-T-— = O(p(n)) ist.

Und natiirlich ebenso:
Satz XVa. Zu jeder positivenZahl 5 gibt es Funk-

tionen, die periodisch sind mit der Periode 27, und
die einer Lipschitz-Bedingung geniigen, fiir die aber

1 .
R = 0(z(n)) ist.

4. Elementare Behandlung desselben Problemes im Falle
von ¢(n). Verschirfung und Verallgemeinerung.

Wenn man nur den Satz XV haben will, und XII nicht ver-
langt, kann man sehr viel einfacher zum Ziele kommen, durch
ganz elementare Betrachtungen, die denen des ersten Paragraphen
dieses Abschnitts nachgebildet sind. Wir nehmen statt (—1,1)
das Intervall (0,1); die Anderung ist ganz unwesentlich. Man
betrachte dort die Funktion

V@) = 2 cos =, a4 0; p(©) = 0.

p soll dabei eine positive ganze Zahl sein. %(z) geniigt einer
Lipschitz-Bedingung und hat sogar eine stetige -erste Ableitung:

V@) = (p+D P cos 5 +pasin =, o405 ¥(0)=0.

) g+ DT = (a4 1) (n+ DT = m O+ DT (3 + 1)
> m+T 41 fir positives 7.



— 76 —

An den Punkten 1 x, 2%,...,(n+2) = ist ¢ (2) mit abwechseln-

2P
dem Vorzeichen gleich * 27*, also dem absoluten Betrage nach
1 p+2 1 _ 1 1
=(— i) Z T T Z T2
[(n+2)x] P (3nz) ¥ Bx) ? = P
1 1
=97 L2
n p

fiir alle positiven ganzzahligen Werte von # und p. Ist 4 irgend
. 2 .
eine positive Zahl, so nehmen wir p so grof, daf ?<n ist, und

wir haben das, was der Satz XV verlangt, und zwar noch mehr,
da 1 (x) eine stetige Ableitung hat.

Allgemeiner beweisen wir fast ebenso leicht:

Satz XVI. Ist &k eine positive ganze Zahl, und g
eine positive Zahl, so gibt es Funktionen, die % ste-

tige Ableitungen haben, fiir die aber _k—ll-n = 0 (p(n)
' n

ist.
Wir setzen
b@) = PP os 0, T H0; () = O

Fir 0<x =1 hat die erste Ableitung einen Faktor z* @
und die kte Ableitung einen Faktor x, wihrend der andere Faktor

ein Polynom in z, cos — und sin 51;, also fiir 0 <2z=1 be-

schrinkt ist; fir z = 0 ist p®(z) gleich 0. ® () ist also im
ganzen Intervalle vorhanden und stetig. An den (» -+ 2) Punkten
o=t 1 1
z’ 2z’ ' (n+2)=m
und absolut genommen

ist 9 (z) von abwechselndem Vorzeichen

S/ 1 \Fety+l > 1 N 1
- S ptEEL g kL
[(n+2)x)? Br) P n »
1 1
= .
@Gmy2 Tl g kEl”
n p

und wir brauchen nur —k—;—l << 7 zu machen.
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Man kann den Satz XV auch in einem anderen Sinne ver-
schirfen. Sei-

1 1
¢(x)=xp+23 o cosexp, O<z=<1; »(0) =0.
S T R 1
¢’(x)=(p+2).‘cp+16 o cose™ + pxe @ cose® +pxsinew?,

O<z=<l; ' (0) = 0.

¥ () hat also eine stetige erste Ableitung. Die Funktion ist gleich
1

-..'-xp+2e ' fir

1
e = x, 2x; ..., —a%p- = logn, log2x...,

1

—_— o — “ oy

2 2

1 1
x(logn) T 2zx(log2x) P

¥ (z) hat (n + 2) mal mit abwechselndem Vorzeichen einen abso-
luten Betrag

o 142 1+2
m+2)x[logn+2)x] ¥  3nw(log3nm) 7
log 3nw = logn + log 3w <2log n, (n > 3m);

1 >_ 1 . 1 i
142 142 142
m+2)nllogn+2x] ? 322 P aogn) *
> . 1 ’
=3n.2 2
n(logn) *

fiir » > 8x. Sobald n eine bestimmte endliche Grenze iibertrifft,
muB also jedes Polynom 7 ten Grades um diesen Betrag von ¥(z)
abweichen. Zu-jedem 5= 0 kinnen wir dann ein ¥ () konstruieren,
das eine stetige erste Ableitung hat, so daB

1

W =0 (%p ()

ist. Mittels der. Funktion
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1 1 L
—— xp wp
v@) =2 T2 e cose
1
wiirden wir auf T kommen, u. 8. w. Dafi es
nlogn (loglogn)” ™7

mit dieser Methode nicht gelingen kann, die untere Abschdtzung

1 . . . .
etwa auf o oder zu bringen, ist deswegen evident, weil

1
nlogn
jede Funktion, die einer Lipschitz-Bedingung geniigt, in einem end-
lichen Intervalle eine beschrinkte gesamte Schwankung haben muf;
die Summe der absoluten Betrdge der Werte, die mit abwechselndem
Vorzeichen angenommen werden, mufl konvergieren.

5. Beziehung zwischen trigonometrischer und
polynomischer Anndherung.

Im vorigen Paragraphen ist nur von Annidherung durch Po-
lynome die Rede gewesen. Die dort auseinandergesetzte Methode
kann durch folgenden Satz auf das Problem der Darstellung durch
trigonometrische Summen anwendbar gemacht werden:

Satz XVII. Ist f(z) eine solche Funktion, perio-
disch oder nicht, daf es fiir unendlich viele Werte
von » eine trigonometrische Summe 7,(z) von der nten
oder einerniedrigeren Ordnung gibt, so dal im ganzen
Intervalle —z =2=<=x die Ungleichung

If @) — L@ =%

besteht, wo % und ¢ von » unabhingige positive Kon-
stante sind, so gibt es auch fiir unendlich viele Werte
von 7 ein Polynom P;(z) héchstens #nten Grades, so daf
in demselben Intervalle

If (@) — P (#)| = "‘k

ist, wo G eine von 7 unabhingige Konstante bedeutet.
Ist die Voraussetzung fiir alle Werte von n er-
fillt, so kann auch % alle ganzzahhgen Werte durch-
laufen
Diese letzte Bemerkung fiigen wir ihres eigenen Interesses
wegen hinzu; fiir die Anwendung brauchen wir sie nicht.
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Ich zeige zunichst, nach Fréchet*), daB die Koeffizienten
der trigonometrischen Summen 7, (x) beziehungsweise gleichmiBig
gegen die Koeffizienten der Fourier-Reihe von f(z) konvergieren
miissen. Da f(2) durch eine gleichmifiig konvergente Folge von
stetigen Funktionen dargeéstellt- werden kann, ist es notwendig
stetig.

Seien w,,, v,, die Koeffizienten von cospz, sinpz, in T,(»),
und a,, b, die entsprechenden Koeffizienten in der Fourier-Reihe.

1 (" ' 1
Upp = —m—f T, (%) cospzdz, a, = }‘f" f (@) cospz dx;
—_ —_

1 = q 2
|tp— ) = | f_”[Tn(w)—f(w)]coszowdx ESNIR A A
Fiir irgend ein festes p ist also lim w,, = a,, und ebenso
,}f; v, = b,; die Grofe %% ist ferner von p unabhingig. Dabei

haben wir keinen Gebrauch gemacht von der besonderen Art der
Konvergenz; der Satz mufl von jeder gleichmiBig konvergenten
Folge von trigonometrischen Summen gelten. o

Wir haben nur eine einfache Folgerung daraus notig:

2
lthng | S 0,1+ = |0, + 29 S22 + 2,

wenn M das Maximum von |f(2)| in (—=, x) bedeutet; und |v, |
<2M+29. D.h, es gibt eine feste, von » und p unabhingige
Grenze, unterhalb deren jeder Koeffizient jedes T, liegt.

T,(x) = u,+u,cos &+ --- + %, CO8 N
+ o, sinz+ - +v,sinnz
(indem wir den ersten Index » der Koeffizienten fortlassen)
= tt, + U, €08 20y +- - -+u, o8 20ny
+ v, sin 20y +-- -+ v, sin 20y,
- . 1
wo x = 20y gesetzt wird. Fir |z|=n ist [y|<—2—6—;
‘ ' _ m? fl/’ . me yaa
' 28+2 ) 28+
MY L
+HEV STt
= P+ Tom
*) Nr. 8, S. 15 oben; Beweis in der zweiten Arbeit, S. 54—55 des Bandes.
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. o ”?’28—1 y?S—l
sin my = my — 31 + -+ (=1 DT
s m28+1 ?/234‘1
e ot
= QSM +t8ﬂl°
Wir brauchen nur den Fall zu betrachten, da m gerade und
= 20n ist. Sei

s = 10n, 2s = m;
m? m*
: 1
GIETE " mro T
Jedes Glied von rg, und Z, ist nicht kleiner, absolut genommen,
als das folgende Glied.

<<l

m?8+2 Iy l28+2 (Zon) "84-2 [y |!3+’
@G+l = @1l

1 \on
20m [
(20m)* y* (20m)20" y2on - (20n) ( 2(3)
T EGFDEsF2) T (20m)! @0m)!
‘Wie bei der Abschitzung von m! auf S. 21 ist
log (20m)! = log ((20n)*"e™*"),

[7eml =

folglich
1
I aml < aton :
Ebenso ist
1
l ‘ml < Siwon~ Sion :

D. b, es gibt zu jedem in T, (x) vorkommenden sinus und cosinus
ein Polynom in y, also in z, dessen Grad hochstens n = 20n ist,
und dessen grofite Abweichung vom betreffenden sinus resp. cosinus

fiir alle betrachteten Werte von 2 = —2—]—1— ist. Da |u,|,|v,] =2 (M+y)

ist, kann jedes Glied der Summe 7, (2) mit einem kleineren Fehler

als g(_%l:l-_g) und die ganze Summe mit einem kleineren Fehler als

2 ;'; 9-2n _ o (M +9) —1%’21? durch ein Polynom hochstens

#ten Grades dargestellt werden; dieses Polynom werde mit P; ()
bezeichnet. Sei H das Maximum von 2 %2%%" fiir positives ~

ganzzahliges #. Ein solches Maximum ist sicherlich vorhanden.
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7@~ Py ()| = EELD)

@)= To@)| = 5 — 229

';b-k )

@) — Ps (o) < 29+ B +g)

und man hat somit die gesuchte Darstellung, wenn man

G = 209+ H(M+y)

setzt.
Sind die Summen T, (z) fiir alle Werte n =1, 2, ... gegeben,
so hat man die P;(x) zunichst fiir alle Zahlen der Reihe
7 = 20,40, ..., und es ist dann einfach, auch die Zwischenwerte
~ von # unterzubringen. Und es werde ferner bemerkt, daB wir
ebenso leicht andere Voraussetzungen iiber den Verlauf der Kon-
vergenz machen konnen, als daB die Genauigkeit von der Ord-

nung einer Potenz von —’11— ist. Aber wir wollen den Satz so an-

wenden, wie wir ihn ausgesprochen haben.

6. Anwendung der Methode des Paragraphen 4 auf r(n).

Sei 7 eine positive Zahl, und sei 0 <&<%. Man bilde nach
der Methode des Paragraphen 4 eine Funktion v (z) so, da8.

Py, (n) > 77”1_3 in (0,1) ist, wo h eine Konstante bedeutet. Man defi-

niere ¢ () dann in (—=,0) und (1,n) so, daB der Lipschitz-Be-
dingung noch Geniige geleistet wird, z. B. ¥ (z) = 0 in (—u=,0),
und 7 (z) gleich einer linearen Funktion in (1, ), die sich fiir
2 = 1 dem schon bestimmten Wert ¢ (1) stetig anschlieft und
fiir # = = gleich 0 ist. ¢ sei dann fiir alle Werte von # durch
die Festsetzung bestimmt, daB es periodisch mit der Periode 2x
sein soll. In dem Intervalle (—, ) gilt natiirlich noch die Un-

gleichung ¢, (n) > 7,:1}1—5

Gibe es, fiir unendlich viele Zahlen #, trigonometrische
Summen nter oder niedrigerer Ordnung T,(z), so daf in (—=, =),
also fiir alle Werte von z,

W@~ LEIS <
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wire, dann gibe es dementsprechend Polynome P;(z) hichstens
7 = 20nter Grades, so daf

G
|y (z) — Pr(2)] = ;—l—l—-i-—n

wire im ganzen Intervalle —x =2 <= Das ist aber nur fiir
eine endliche Anzahl von Werten von » miglich, da der Ausdruck

rechts fir hinreichend grofe # sicherlich kleiner ist als “k?z'
. 7
Fiir alle Werte von », jedenfalls von einer gewissen Stelle an, ist

folglich 7, (n)_z_——-‘(Z ; und damit haben wir den Satz XVa

k!

wieder. Ferner sei bemerkt, daf wir erreichen kinnen, wenn wir
in (1, ) etwas vorsichtiger iiber v (2) verfiigen, daf v’ (z) iiberall
vorhanden und stetig ist.

Ganz #hnlich erhilt man aus XVI den

Satz XVIa. Ist’ eine positive ganze Zahl, und y
eine positive Zahl, so gibt es Funktionen, diekstetige
Ableitungen haben und periodisch sind mit der Pe-

riode 2z, fiir die aber = 0 (v(n)) ist.

o1
nk +n

7. Existenz von Ableitungen als notwendige Bedingung,

damit ¢,(n) bezw. 7,(n) = 0( ist.

1

a5

Bis jetzt haben wir uns damit beschéftigt, zu zeigen, daB ge-
wisse Bedingungen hinreichend oder nicht hinreichend sind, damit
eme vorgelegte Funktion mit einer gegebenen Genauigkeit durch
eine Folge von Polynomen bezw. von endlichen trigonometrischen
Summen darstellbar ist. Wir wollen jetzt in gewissen Féllen eine
notwendige Bedingung solcher Darstellbarkeit ableiten.

Satz XVIIL Istf(x) eine solche Funktion, daB in

einem bestimmten Intervalle @, (n) = O(Q—k-ll};-ﬁ-)ist, >0,
n

dann hat f(z) im ganzen Intervalle, hichstens mit
Ausnahme der Endpunkte, 2% stetige Ableitungen.

Satz XVIIIa. Ist f(#) eine solche periodische
Funktion, daB »,(n) = 0 (wﬁl_-!_—n—) ist, 7 > 0, dann hat
n e

f(z) iberall 2% stetige Ableitungen.
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Wir beweisen zunichst den zweiten dieser beiden Sitze, und
leiten den ersten als eine Folge daraus ab. Wir wollen einfach
1 = 1 nehmen; der allgemeine Beweis erfordert nur eine wieder-
holte Anwendung derselben Schluweisen.

Ist z,(n) = 0( 5T ), so bedeutet das, daB bei passender
‘Wahl einer Konstanten ¢

) < —I—
n

ist, fiir alle Werte von ». Der Definition von z,(n) gem#B gibt
es eine Folge von trigonometrischen Summen 7, (z), » = 1,2,...,
je hochstens nter Ordnung, deren gréfte Abweichungen von f(z)
jedesmal um beliebig wenig grofer als z,(rn) sind*).

Es gibt z B. eine solche Folge T, (x), daB iiberall

g
OREACTEe
ist, wo g, irgend eine Konstante =g bedeutet. Dann haben wir
nach Hilfssatz II, wenn S,(x) die Teilsumme nter Ordnung der
Fourier-Reihe fiir f (x) bedeutet, sobald » > 1 ist,

Kg,logn
IF @)= S @) < =528

oder, wenn 0<<e<<n und H grofer als das Maximum von
Ky, 1 log n

nn

(13) @)~ 5.l <~

fiir ganzzahliges n ist**),

Die Fourier-Reihe (die nach (13) konvergiert) sei:
f (@) = a,+ a, cos £+ a, cos 22 +-- -+ a, cos nx +---
+ b, sin z + b, sin 22 +- -+ b, sinnz +---

Die Reihe, die durch zweimalige gliedweise Differentiation daraus
entsteht, lautet folgendermaBen: ‘

*) Es ist bekannt, wie schon erwihnt worden, daf die untere Grenze 7z, (n)
tatsichlich erreicht werden kann, wir haben es aber nicht nétig, diesen Satz vor-
auszusetzen.

*9) Und auch groBer als das Mazimum von |f(x)— S; (#)|, um den Fall
n == 1 mit einzuschlieBen.

(i
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—a, cos z — 2° @, cos 22 —-- -— n* q, cos nx —- -
(14) . 1y e 2y
—b,sinz—2"b, sin 22 —---—n* b, sin nx —-- -
Zunichst wissen wir natiirlich nicht, ob diese Reihe konvergiert
und eine zweite Ableitung von f(z) darstellt; das ist eben, was
wir beweisen wollen. Sei
a, cos hx + b, sin hx = wu,.
Dann ist
f(x) = U+ U, + U+,

und die zweite Reihe ist

(15) —(u,+ 2% u, + 3w +--).
Betrachten wir die Reihe
(16) ' Uy + 20, + Buy 4+ - ).
Sei
' n = un+1+un+a+"';
One = M+ 1) vy, + (04 2) Uy +-- 40", n'>n

Onw = (n +1) [“’m+x + Uyt -+ ”‘n']
Uyt 1y
+. ..
+uy,
= (n41)(r,—r,) + o =7+ (e —7,)
= m+Dr,+r,+ - Fr,, —n'r,
Nach der Ungleichung (13) ist
ral < o,
n

n+1l H 2H
'n1-|-a RENE

H H
n,1+a< nl-}-a’

[(m+1)r,| <

IA

[n'r, ] <

Irn+1 +-+ 7‘,;,_,] << H[—L—— + ot 1___]

et (w—1)>*T?
<mfC o [E_ L E_ 1
. n ¢ +8 1+£ t1+e]n 1+8 n1+8.

el *) Diese .ist n§tiirlich nicht die Reihe, die aus der urspriinglichen Fourier-
eihe durch einmalige gliedweise Differentiation entsteht.
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Durch Kombination dieser Ungleichungen erhalten wir

1
H(3+—>
[0nn] <____1_}ii_.
n +e

Daraus folgt erstens, dafl die Reihe (16) konvergiert, und zwei-
tens, dafl, wenn wir
0 = (n+1)un+1+(n+2)“n+z+'”
H + 157)

1+¢
|9nl§—Fs—_

setzen,

ist.
Wiederholen wir das eben angewandte Verfahren, so erkennen
wir, da auch die Reihe (15) konvergiert, und, wenn wir -

o= M+ 1) U+ +2) Uy g+

o) 3)

setzen,

1+¢

|7, = d
n

Die Glieder der betrachteten Reihen héngen natiirlich implizit
von z ab; in der letzten Ungleichung kommt z aber rechts nicht
vor, die Reihe (14) konvergiert also gleichmifig fiir alle Werte
von z, und stellt somit eine stetige zweite Ableitung von f(z)
dar. Damit ist der Satz XVIIIa bewiesen, in dem betrachteten
Falle ¥ = 1. '

Sei f(z) nunmehr eine Funktion, die der Voraussetzung des
Satzes XVIII geniigt, im Intervalle —1 =z =1; die Wahl des
Tntervalls ist fiir die Richtigkeit des Satzes gleichgiiltig. f(sin z)
erfilllt dann als Funktion von z betrachtet die Voraussetzung des
Satzes XVIIIa; denn eine ganze rationale Funktion von sin z ist
nach Hilfssatz 1b eine trigomometrische Summe in z. Folglich
hat f (sin 2) eine stetige zweite Ableitung nach z, also auch nach

. d .
sin #, wenn man von den Punkten absieht, wo — - sm& = 0,

sinz = *1 ist. Und das ist gleichbedeutend mit der Aussage,
daB f(r) im ganzen Intervalle (—1,1), von den Endpunkten ab-
gesehen, eine stetige zweite Ableitung nach z hat.
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Der Beweis gelingt moch unter etwas geringeren Voraus-
setzungen, wenn wir nimlich @, (n) bezw. 7, (n) nur

1 1
=0 ————————) oder 0( usw.
( nz(logn)z Te n* (log n)® (log log n)1 + 8)

annehmen. Das, was zum Beweise wesentlich ist, kommt da zum
Vorschein, wo wir den Rest

1 1
7~"1+rn +I§H[ + o+]
uia P m+12 T8 2P T°

1
abgeschitzt haben. Mit der Voraussetzung 7, (n) = ()<-~——~~——0 +8)
-\’ (log n)

wiirden wir haben statt dessen

frof = ——2
e (log n) e
1
[,.M+,.“+,,.,§H[ +]
e (0 +1)* (log (n+ L)' T

<Hf°° ¢ < ﬁ___f”_‘?’f_ -7 .
w Blog) TF  (ogn)Ty T nogm)t T
und das ist noch allgemeines Glied einer konvergenten Reihe. Es

ist klar, daf statt der Funktion —— irgend eine Funktion

1
2+
Wﬁa @ geniigt, wenn nur o (f) eine solche monoton zu-

nehmende positive Funktion von ¢ ist, das das Integral von einer

: . dt .
konstanten unteren Grenze a bis ©© von Yol konvergiert.

o (£)

8. Beweis, dass die hinreichende Bedingung des Satzes I
nicht notwendig ist.

Die Frage liegt jetzt nahe, ob es nur an der Unvollkommen-
heit der Methoden liegt, daB wir nicht zugleich notwendige und
hinreichende Bedingungen fiir die Darstellbarkeit einer Funktion
mit einer gegebenen Ordnung der Grenauigkeit gefunden haben, ob
es z. B. Tatsache ist, dal das Bestehen einer Lipschitz-Bedingung
nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig ist, damit fiir eine
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vorgelegte Funktion ¢ (n) = O(%@) wird. Es ist aber leicht zu
sehen, daf dem nicht so ist.
Sei f(x) irgend eine gerade Funktion von #, P, (z) ein Polynom
nten Grades; man nehme an, es sei fir —a=2=<aqa
|f(@) = Pp()| = e
Dann ist

§Vw—h@
- 2

(&)~ P,(~2)
+[ !

_ } f(@)— P, (@)
2

f—2)—P,(~2)
+|foa

=e,

)

und LAQ) +ZI w(=2%) ist ein gerades Polynom hochsten #ten
Grades. Ist also eine gerade Funktion in einem Intervalle, dessen
Mittelpunkt der Nullpunkt ist, mit einer gegebenen Genauigkeit
iiberhaupt durch Polynome darstellbar, so kann sie mit ebenso
groBer Genauigkeit durch gerade Polynome dargestellt werden.

Auf die Funktion |#| in (—1,1) angewendet, zeigt diese Uber-
legung, daB die Funktion mit einem Fehler, der wenigstens von

der Ordnung von »}l klein ist, durch gerade Polynome hdchstens

nten Grades in z, also durch Polynome hdchstens %ten Grades

in 2* dargestellt werden kann. Da |z| = \Vz* ist, folgt daraus,
daB \z im Intervalle 0=x=1 mit dieser Grenanigkeit durch.
Polynome in z dargestellt werden kann, obgleich Vz in dem In-
tervalle natiirlich keiner Lipschitz-Bedingung gentigt*).

Derselbe Grad der Anniherung ist moglich fiir jede Funktion,
die etwa in 0=2=1 einer Lipschitz-Bedingung geniigt in
Bezug auf \x; denn wir konnen f(z) = f((V2)") = f((- Vz)) als
eine gerade Funktion von \z schreiben.

*) Von der Aquivalenz der beiden Probleme, |#| in (— 1,1) und Ve in (0,1)
darzustellen, hat de la Vallée Poussin schon Gebrauch gemacht; siehe
Zitat No. 14, S. 15.
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ABSCHNITT V.

Abschitzung von ¢ () bei mehreren Verinderlichen.

1. Analogon einer Lipschitz-Bedingung: ¢(n) = 0(%1—) .

Wir wollen in diesem Abschnitt einige von den S#tzen, die
wir betreffend die Darstellung stetiger Funktionen einer Variablen
durch Polynome gefunden haben, auf Funktionen von zwei Vari-
ablen ausdehnen. Es wird im allgemeinen ersichtlich sein, da8
dieselben Methoden ohne prinzipielle Anderung auf den Fall einer
beliebigen Anzahl von Verdnderlichen zu iibertragen sind. Nur
wenn die Verallgemeinerung weniger unmittelbar erscheint, werden
wir darauf eingehen.

Sei f(x,y) eine fir 0=z=c¢, 0=Sy=c¢, ¢= E-V;; defi-

nierte stetige Funktion von # und y. B sei ein ganz im Innern
dieses Quadrates gelegener abgeschlossener Bereich; der Abstand
eines Punktes von B von dem Rande des Q,uadrats soll also ein
positives Minimum haben. Die speziellen Bedingungen, denen f(z)
unterworfen wird, sollen dann im ganzen Quadrate erfilllt sein;
die Funktion @, (n), die wir abschdtzen wollen, soll sich dagegen
nur auf den Bereich B beziehen. ¢,(r) ist also die untere
Grenze der griBten Abweichung eines Polynoms nten oder nie-
drigeren Grades in z und y von f(z,y) im Bereiche B.
Satz XIX. Geniigt f(z,y) einer Bedingung

I @2 9) = @0 9| = 2 V(@ — 2 + (9 — 9.

wo 4 eine Konstante bedeutet, so ist ¢,(n) = 0(—}}—)

i = [ [ ST o

b [ 1
m\u® + o*
Durch Substitution von ,v fiir u —&, v—y geht I, iber in

C— : E] 3 4
m(x7 y) = f f f(x+u, y+'v)[smm __y_-t_v_] dudv.
—y J_gz m\w® + o
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Wir nebmen an, da (#,y) in B liegt. Sei ¢ eine positive GriBe,
die kleiner ist als der kleinste Abstand eines Punktes von B von
einer Seite des Quadrates. Sei die Fliche des Kreises mit dem

Radius ¢ um den Nullpunkt mit @, der Rest des Integrationsge-
bietes mit R bezeichnet.

I (x,y)——-—[ff fff(x+u, y+v)[smmlu+_:vZYdudv].
n [ [ = [

Sei der Teil dieses Integrationsgebietes, der auflerhalb @ liegt, mit
R bezeichnet.

Jm (xi 3/) - f(x, y)

_ b _ sin m \/o® + o* 7*
_4 [f»/;[f(x'i'ury"'v) f(x7y)}[ m——‘__m ]dudv

+f4f(x+u, y+'v)[...]‘dudv—f. Rf(x,y)[...]‘dudv].

Sei M eine solche Konstante, dab |f(z,y)| = M ist im ganzen Qua-
drate 0=z =, OSySc In R und R ist

| m\/u To

Jh|E e s =
I

@+ U,y +v)— (@ y)| S AV + 7
S|z 2 [y e e
w=rcost, v=7sinb.
ff\/u+ [S‘;U:“:v”}dudvgfzﬂf [Smm’] rdrdd
— 2';:.[0871[%7”&] dr.

4 Mc 4Mc’

= mret = m’e‘

Sei
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Durch Anwendung der Abschidtzung, die wir im ersten Abschnitt
mit IITa bezeichnet haben, bekommen wir*)

{f [ ot 5+0) = o, | SRV ]‘dudv, - 2mago0
Q

m\u® + ¢* 0y
Es ist
C C 24
ol [n.sn%ff%v“”}dudv
ke b m\u

Wir werden diesen Wert vermindern, wenn wir die Integration
nur iiber den Kreis vom Radius ¢ um den Nullpunkt erstrecken.
Fiihren wir dann Polarkoordinaten ein, so haben wir

27 C 3 4
>f f [—513’1’5] ardh = 2 [ r[Z22 gy
0 0 mr

Eine Abschitzung dieser Giréfe nach unten haben wir noch nicht
berechnet.

c : 4 r=c
sin mr 1 sin
f 'r[ ] dr = -—,f mr[————~] d (mr)
0y m mr
0 r=0

1 pme sm ra 1 [¢sin*r
—_ dr.
0

m? TT 3
0 ()

C qint
. in*y 1 ]
Setzen wir 2x f ——dr = = 80 ist
0 ' 1

rﬂ
4 1 k,
T c,m*’ 1 = .
» 2mie, > 8Mc
— = oand 8___ .
N F@9) = Lu(a ) | =7 [ o+ 2|
el
K =73 [2nlr‘ @y 8%2}
- _K
| @y) — Lu(a )| = L.

sin m (u — z)**

I d A . oo
n dem Annéherungspolynom fiir [ W= 2) ] auf S. 27 und

*) Wir haben hier einen anderen Wert von ¢ als dort, nimlich statt

1
. 2\/2°¢
TR aber die Gilltigkeit der Abschétzung ist von dem Zahlwert von ¢ ganz un-
abhéngig.
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in der Abschitzung des Restes sei » = % = 2, und sei
Y(u— )+ (v—y)’ statt (w—ax) eingesetzt. In dem Integrations-
gebiete, wo wir die Anndherung anwenden wollen, ist iiberall

VE—aF =9 <o

[ (=27 o= | < -

[sin m\(u—x)+@v—y)
=)+ (=2}
Da = als ganze rationale Funktion in V(u—z)'+ (v —y)* nur ge-
rade Potenzen enthdlt, ist es zugleich ein Polynom in #—z und

v —y, und zwar hochstens vom Grade 4(m —1).
Sei

C C
1L, (.’L', y) = lcz‘f f f(“, ?)) 75(;) \/(u — 2z’ + (v— y)’dudp‘
00

C C (2,2)
L@y~ T @) = [ [ - duds
0 Yo m

2 1 2,9
RS

a 2
=om m®

. - 1
1 @,9) = I (a,9) | = (K, + Mt 2

Sei n irgend eine positive ganze Zahl, m —1 die grofte ganze .
Zahl £ %, P,(5,9) = I.(,9), 4(E+MUee,?) = K. P.(@9)

ist ein Polynom hichstens vom nten Grade, und es ist

‘f(xy.’l/)—Pﬂ(x,y)|<K.%.

Bei festem Bereiche B kann K auch hier als mit A propor-
tional angenommen werden.

Wir wollen uns einen Augenblick dabei sufhalten, zu sehen,
daB wir auch bei der Verallgemeinerung auf s Variable z,, ..., %,
durch Einfiihrung von Polarkoordinaten auf Integrale wesentlich
derselben Form kommen als diejenigen, mit denen wir es bisher
zu tun hatten. Es moge sich z.B. um das Integral '

[ [ [[ERnVEE i
m w4 oty
handeln, wo die Integration iiber die s-dimensionale Kugel zu er-

strecken ist, die durch die Ungleichung Vit +ul = ¢ defi-
niert wird. Wir setzen
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= rcos b, cosf,...cosb,_,cos0,_,
rcos 0, cosb,...cosb,_,snb,

=
I

#y = rcos B cosb,...sinf,,

#y = rsinf,.

In der Funktionaldeterminante dieser Transformation ist jede Ko-
lonne, bis auf diejenige, die aus den Differentialquotienten nach
r besteht, durch # teilbar; die Determinante hat folglich die Form
90, ...,0,_). Wenn wir mit @ die s-dimensionale Kugel be-
zeichnen, iiber die wir zu integrieren haben, so ist das entsprechende
Gebiet der Werte der neuen Verdnderlichen

T T 9

T 3
027‘;0, ——2—____._61_:?, ‘e §‘= 8—2=-§" = gy == ;

denn es gibt zu jedem Wertsystem (z,,...,2,) von @, von dem
Nullpunkt abgesehen, ein und nur ein Wertsystem (r,0,,...,90,_),
das diesen Ungleichungen geniigt. Aus der Moglichkeit dieser
Aufl6sung erkennt man auch, daf die Funktionaldeterminante nicht
identisch verschwindet.

2 %
ff ff[smm\/u-l- s Talu,...du‘z
m\u -l ’
z 4
P Tz' — sin mr
- f f - f_ : fo P90, 6,) [‘7{;7”] drdo, ... a0, do,_,
2 2
3 k13
— yfcrs_,[51nnzr] dr,
b mr

wo y eine von O verschiedene Konstante bedeutet*).

Das Integral hat die bekannte Form. Bei gegebenem s wird
es klar sein, wie grof man den Exponenten 2x zu wiihlen hat, um
die Durchfiihrang der Abschétzungen zu ermdglichen.

2. Dasselbe bei den (t—1)ten Ableitungen: ¢(n) = 0 (‘,% )

Satz XX. Ist f(z,y) eine Funktion, deren Ablei-
tungen (k—1)ter Ordnung simtlich vorhanden sind and

*) DaB y 4 0 ist, ersieht man sofort, wenn man /. 4 JSdx, ...dx,; berechnet.



der Bedingung

,fxt'yk—l—i(x?’ ?/9) - fx‘.yk«x-i (xn yx) I =i V(xa - xl)’ + (ya _yx)’

geniigen, so ist ¢,(n) = O(n—l,,>

Ich behandle ausfiihrlich wieder nur den Fall % = 3.
Zunichst ist

f@+u y+v) = f(29)+ (@ 9).4+f,@7).7]
+ ng [fea (2400, y + 00) -+ 2f,,, (24 6u, y +60) cuv -+ f,,, (24 B, y +60).07],
061
Nach Voraussetzung ist
oo (@ + B0,y + 80) — [0(2, 9) | S AV + 0%, w s, w.
f@+u y+v) = f@9)+ W+l )u,
oy 0 ok B oy 0 L+ 6, (VT ),
Fl@+2u, y+20) = 1(@9) +2[wfo+ o,y |
+ —S—,— [0 Fra - 200 o+ 0 L+ 200, 37 A (o),
f(@+3u, y+3v) = f(—'v, y) +8[uf+of e,
o [0 o 200 oy 07 L 8y o = (Vo +,
0=<6,6,,6,<1.
|f(z+ 3u, y + 3v) — 3f (& + 2, y + 20) + 3f (& + u, y +v) — (2, y)|
=1V +v7),
wo 1, fiir die Konstante (3*+ 3.2°+ 3) —g— gesetzt ist; die Glieder

niedrigerer Ordnung fallen weg. Man beachte, daf die linearen
Gleichungen, auf deren Auflosung durch die Binomialkoeffizienten
es hier ankommt, genau dieselben sind wie im Falle einer Varia-
blen; der Satz, den wir dort fiir ein allgemeines % aufgestellt
haben, ist hier ohne Anderung anwendbar. Bei beliebig vielen
Variablen wiirde das noch der Pall sein.

Es ist jetzt klar, wie wir das Integra.l I, (z,y) zu definieren
haben:



®

e v —l-[sinm\/<ugx)"+(v;y)z
I.(29) = L£ Fe2) & [ ™ \//(u)’—*_ (ﬁ:-l)’

3

sinm\/(u_x “+(v—-y>2
9T i (6 —2) + (0 — 2T
_:o:_ 2 2 +3[smm\/(u v;c) —|—(g“;y)_} udn,
2 \/ u—2z)\ (v—y)’ m \(u—2z)* + (v—y)
m ( 5 >+ 5
. 5T 3-8
1 =f¢f°[gmm¥u kil } du dv.
e, o Yo L m\u 40
/ =St 52 sinm \u? o7 ¢
2
I(z,9) = _'f_[ 3 f(x+3u,y+3v)[ . ]d w dv
-3 77
Rt S i3 e
—-3f 2 f 2 f(z+2u, ?/+2U)[s1nm\/u T ](ludv
_y J_=z m \w 40*
2 2

28
+ f f f(x+u, y+v)[smmﬁ7ijv ]dudv ;
_ n \/u +v*

flz,y) = ‘k;* f j; cf (x, ¥) [Slzl%—;[;_:.v’]“dudv

Sei ¢ eine positive GroBe, die kleiner ist als ein Drittel der
kleinsten Entfernung eines Punktes des Bereiches B von einer Scite
des Quadrates; sei @ der Kreis vom Radius ¢ um den Nullpunkt, R
der tibrige Teil des Quadrates —c=u=¢, —¢=v=¢, M das
Maximum von f(,v) im Quadrate. Fiir (z,) in B:

|F @ 9) — T (z, 5) | = 2o [ffl(w +o )[“:n’;;_“‘ i”] du do

+ 8ff [sm m-f—-ﬂ_ﬁ]sdu dv]
m\u' 4+ v

& (3,4)
f f r,[smmr} drdd = 2:1:,1_{:_’
0 0 mr m

4Me _ 4Mc

T omte® = ara i

f@
Jf=
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4 f f sin m \u? + o ] ¢ [sinmr]® | 1
2 dudv =2 f [ ] L
L, - J [ m \u? + v* CEER) T T = c,m?

0

1 ¢ sin®r
_ = 2ﬂf 5 dr
¢, : 7

(8 ) 2
\F@y 4) = Lo (2, 9)| = &, m* [2’,“ ® | B2Me | = ey

5 mb 86 17?;8 )

32M¢*
& )

K =c¢ (291:1 v 4

Ersetzen wir in I, (z,y) die Klammerausdriicke durch die ent-
sprechenden Anniherungspolynome, so erhalten wir

me = [ [Trea g (54 (5Y)

-5 (V (455 + (T ) + e (Vo= a7 F o) dwa

ein Polynom hochstens 6 (m — 1)ten Grades in ¥ —2 und v —y.

(34)
1nte )= T ) | = 5 [ b g 8) S dudo

(3,4)
. 4¢ Mc3*

=¢,m =
m

- "1
Sei n irgend eine positive ganze Zahl, m —1 die grofite ganze
Zahl = 6 ,
Pu(e,y) = I,(z,y), K= 6(K+4M5,c*®).

P,(x,y) ist ein Polynom hichstens nten Grades, und es ist

F@,9)— Bala )| S K-

3. Untere Abschatzungen.

Um fiir den Fall der Funktionen zweier Variabler das Ana-
logon der Sitze XII und XIV zu bekommen, haben wir keine
neuen Uberlegungen notig. Denn unsere fritheren Funktionen ¢,
die wir zum Beweise der genannten Sitze konstruiert haben,
kinnen als Funktionen von # und y aufgefaBt werden, die in
Bezug auf y lkonstant sind. Sie geniigen den Voraussetzungen
der Sitze XIX resp. XX in Bezug auf beide Variable, und trotz-
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dem komnen sie durch keine Folge von Polynomen in z und y

besser als mit einer Genauigkeit von der Ordnung von % resp. —'%,;

dargestellt werden, weil man sonst durch Festhalten von y eine
golche Darstellang fiir die Funktionen von z allein bekommen
wiirde, was nicht moglich ist. Die Abschitzungen der Ordnung
von ¢ (n), die wir eben erhalten haben, sind folglich, wie diejenigen
der Sitze I und II, in diesem Sinne die besten ihrer Art.
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