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Einleitung.

- Mit dem Begriff der Funktion ist das Postulat der numeri-
schen Berechnung der Funktionswerte fiir irgendwelche Werte der
unabhéngigen Variabeln gegeben. Da aber die vier elementaren
Spezies der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division,
oder streng genommen nur die ersten drei derselben, die einzigen
numerisch ausfiihrbaren Rechnungsarten, alle andern aber nur in-
soweit durchfiihrbar sind, als sie sich auf diese zuriickfiihren las-
sen, so folgt hieraus, dass wir sdmtliche Funktionen nur inso-
weit numerisch beherrschen, als sie sich durch rationale Funktio-
nen ersetzen, d. b, angendhert darstellen lassen. Hierans erhellt
die grosse Bedeutung der Anniherungsprobleme fiir die gesamte
Mathematik und die ausgezeichnete Stellung, die die Probleme
der Anniéherung durch rationale oder ganze rationale Funktionen
einnehmen. In der That setzt, wenigstens fiir die numerische
Berechnung, jede Anniherung durch andere, z. B. trigonometrische
Funktionen, die anndherungsweise Ersetzbarkeit dieser Funktionen
durch rationale voraus.

Die sémtlichen Probleme der Anniherung kénnen wir von
verschiedenem Gesichtspunkt aus einteilen. Die verschiedene
Natur der anzunihernden Funktion, die entweder stetig
sein, oder auch aus diskreten Wertepaaren bestehen kann, ldsst
die eigentlichen Anndherungsprobleme und die Interpolations-
probleme unterscheiden. Ferner kinnen wir einteilen nach der
Art der annihernden Funktion, die ein Polynom, eine
rationale oder eine transcendente Funktion sein kann. Vor allem
aber konnen wir nach der Natur der Anniherung selber, d. h.
nach dem Gesichtspunkt, von dem aus die gesuchte
Funktion als die am besten annihernde betrachtet
werden soll, verschiedene Gruppen von Problemen unterschei-
den. Es kann ein bestimmter Punkt bevorzugt und hier
Z B. in der Uehereinstimmung moglichst vieler Ableitungen das
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Kriterium der besten Ann#herung gesehen werden, wie dies bei
den abgebrochenen Potenzreihen und Kettenbriichen der Fall ist.
Es kann aber aucheinganzes Intervall gleichberechtigt
erscheinen. Dann kinnen entweder alle gemachten Fehler
gleichméssig beriicksichtigt werden, indem verlangt wird, dass die
Summe ihrer absoluten Betrige, die Summe ihrer Quadrate u.s. w.
moglichst klein sei. Dies fithrt, wenn die anzunihernde Funktion
stetig ist, auf ein Problem der Variationsrechnung. Oder aber
es kann gefordert werden, dass der grosste Fehler, der
bei der Ersetzung der anzunihernden Funktion durch die anni-
hernde begangen wird, m6glichst klein sei

Dies letzte Kriterium wurde zuerst von Poncelet aufgestellt
und von Tchebychef systematisch ausgearbeitet.

 Vergleichen wir diese Methode mit der gewGhnlichen, nach
der Potenzreihen nach einer endlichen Anzahl Glieder abge-
brochen werden, so leuchtet sofort ein Vorzug der Tchebychef-
schen Methode ein: Jede Anndherung hat nur Sinn in einem end-
lichen Intervall, und in einem solchen erfiillen die abgebrochenen
Potenzreihen keine Minimalbedingung. Die Tchebychefsche Me-
thode hat dagegen den Nachteil, dass bei ihr der Grad der an-
nihernden Funktion fest vorgeschrieben sein muss, es also nicht,
wie bei den Potenzreihen, moglich ist, durch Erhthung des Grades
mit Benutzung des vorangegangenen Resultates eine Besserung
der Anndherung zu erzielen.

Zweck der vorliegenden Arbeit ist es, zunichst die Tche-
bychefschen Resultate darzustellen; hierbei werden einige Fragen
zu erledigen sein, die Tchebychef bei der Abfassung seiner Ar-
beiten, die um etwa 50 Jahre zuriickliegt, noch fernliegen mussten,
wie namentlich die Frage nach der Existenz der annihernden
Funktion und der analytischen Natur ihrer Koefficienten. So-
dann wird prinzipiell nicht pur mit Tchebychef
die Zahl, sondern auch das Vorzeichen der Fehler
zu beriicksichtigen sein. Schliesslich soll die
Theorie auch auf Funktionen zweier Variabeln
iibertragen werden. ‘

Kapitel L Allgsmeine Theorie bei einer reellen
Veréinderlichen.
§1. Definition.

Es sei @(z) die gegebene, angenahert darzustellende Funktlon
der reellen Variabeln x. Ferner sei ein Iuntervall gegeben, als
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das wir in der Regel —1 - . . + 1 annehmen wollen, und % sei
der gegebene Grad der gesuchten ganzen rationalen Funktion. Ist

fi@) = pax" + p 24+ - - - +p2x + p,

irgend eine ganze rationale Funktion nten Grades, so hat die
Differenz

fn(x) - (P(x),

absolut genommen im gegebenen Intervall ein Maximum. Dies
Maximum sei mit L bezeichnet und Abweichung genannt. Wir
suchen diejenige Funktion f,(x), fiir die L ein Minimum wird. Sie
heisse die ,Anndherungsfunktion® von ¢@(z) im Inter-
vall -1 ... 41

§2. Existenzbeweis.

L ist eine Funktion der Parameter p, p, - - - p,

L=0L(p,p .. 0,

und es handelt sich um das Minimam dieser Funktion. Nach
dem Weierstrassschen Fundamentalsatz hat eine stetige Funktion
im endlichen Bereich ein Minimum. Wir wollen daher nach-
weisen, dass wir uns auf ein endliches Gebiet beschriinken kionnen,
und zu diesem Zweck beweisen wir folgenden

Algebraischen Hilfssatz: Es sei fiir eine ganze
rationale Funktion der Grad # und ein endliches
Intervall der reellen Variabeln vorgeschrieben.
Nach Annahme einer endlichen, aber beliebig
grossen Zahl 4 lassen sich den (n+ 1) Koeffi-
cienten unserer Funktion Intervalle zuordnen,
derart dass, wenn auch nur ein Koefficient aus sei-
nem Intervall heraustrit, ohne dass iiber das Ver-
halten der iibrigen Koefficienten etwas bekannt
zu sein braucht, die Funktion an mindestens einer
Stelle des Intervalls einen Wert annimmt, der dem
absoluten Betrage nach grsser ist als 4.

Denkt man sich jede ganze rationale Funktion nten Grades
als Punkt eines (n + 1) dimensionalen Raumes dargestellt, und
sei M der grosste Wert, den eine Funktion im vorgeschriebenen
Intervall annimmt, so lautet unser Satz:
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Ausserhalb eines (% + 1) dimensionelen Prismas ist M
‘dem absoluten Betrage nach iiberall grosser als A. Dies Prisma
kann nur von dem Intervall, dem Grad und von A abhingen.

Die Funktion sei
P2 + P+ -+ px A+ Dy,

das Intervall
a—h-- a+h
Wir transformieren
- (z —a) @n + 2)
Tz = 5 ,

wodurch
(@) = .7 + 0@ 4 -+ + 0 = f(®).

Die p sind einfache Funktionen der p, und es lassen sich die
den p zugehtrigen Intervalle leicht berechnen, wenn die der p
bekannt sind. Das Intervall fiir z ist — (@n +2) .- - + (2n + 2).
Wir schreiben nun wieder =, p, f statt =z, p, /. Da wir zur
Betrachtung der Wurzeln iibergehen wollen, betrachten wir nicht
f(z), sondern f(z) + z**'; ich behaupte, fiir diese Funktion kon-
nen als die gesuchten Intervalle genommen werden:

2] = 7 (4)

[P | = 1377 (4)

I = o (4)
Ip,| = fo (4)

wo unter f*** die elementaren symmetrischen Funktionen von
~(» + 1) Variabeln verstanden sind, und die Werte aller dieser
Variabeln gleich 4 gesetzt werden sollen, also

fod)=4 +4 +---+4 =n+1)4
f;‘“"‘"(.A):AA+AA+ e oo+ A= 7_2&%!_—__1)42

- "::u(A) = AA Ve — A+t
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d. h. die f** gind die Entwickelungskoefficienten von
(x + A)u'H.

Tritt auch nur ein p aus seinem Intervall heraus, so muss
von den Wurzeln von 2 + flr) = O eine dem absoluten Be-
trag nach grisser sein als 4. Denn wiren alle < 4, so wiren
auch die Koefficienten alle =< f*** (wo jedes p mit dem ihm ent-
sprechenden ™ zu vergleichen ist) wie aus der Beziehung zwi-
schen Wurzeln und Koefficienten einer Gleichung hervorgeht.
Diese Wurzel sei z,; |#z,| > 4. Ist z, positiv, so betrachten wir
in der Ebene der Variabeln z diejenige Halbebene, in der der
reelle Teil negativ ist, und umgekehrt; den Streifen 0 ... (2n + 2)
bezw. 0 ... — (2n +2) teilen wir durch Parallele zur immagi-
néren Axe in (» + 1) Streifen, von denen jeder 2 Einheiten breit
ist. Es kann nun nicht in jedem dieser Streifen eine Wurzel von
2 + fle) = 0 liegen, denn diese Gleichung hat ausser z,, das
in der andern Halbebene liegt, nur noch » Wurzeln, wihrend wir
(n + 1) Streifen haben. Es sei mit £ der Mittelpunkt der reellen
Axe in einem Streifen bezeichnet, in dem keine Wurzel liegt.
Dann ist | &™* + f(§) | grosser als 4. Denn zerlegen wir
2" + flz) in Primfaktoren (z — 2) (x — z,) ... (z — z,..),
so ist fiir « = £ der erste Faktor absolut genommen grosser
als 4, alle andern sind grosser oder gleich 1. Nun handelt es
sich nicht um 2™ + f(x), sondern um f(z), das aber hiochstens
um z,,, d. h im Maximum um (2n + 2)*** kleiner sein kann.
Wir miissen also 4 durch 4 + 2n + 2)*** ersetzen. Wir kom-
men zu dem Resultat:

Der angekiindigte Hilfssatz ist bewiesen; als
die den Koefficienten von

p2 + p @+ L. T,

zuzuordnenden Intervalle konnen die Entwicke-
lungskoefficienten von

e+ 4 + @n + 2P

genommen werden, wenn das Intervall fiir =z
— @+ 2 ...+ (2 + 2) ist. Andernfalls ist noch
eine Transformation erforderlich.

Kehren wir zu dem Existenztheorem des Minimums der Ab-
~weichung L zuriick. Wenn M der absolut grosste Wert ist, den
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die gegebene Funktion ¢ in dem Intervall annimmt, und I, ein
irgendwie wirklich angenommener Werth der Abweichung (etwa
L = M, wenn fiz) = 0), so setzen wir 4 = |M| + | L,|;
denn jetzt ist sicher ausserhalb unseres (% + 1) dimensionalen
Prismas L > L,, weshalb wir uns bei der Aufsuchung des Mi-
nimums von L auf das (» + 1) dimensionale Prisma selbst be-
schrinken ktnnen. Hier im endlichen Bereich existiert
aber das Minimum nach dem Weierstrassschen Fun-
damentalsatz, falls

L = L(Po’ Do+ oo D)

eine stetige Funktion ist. Das ist nun in der That der Fall;
denn durch hinreichend kleine Aenderungen der p kionnen wir er-
reichen, dass sich die ganze rationale Funktion f(z) an jeder
Stelle des Intervalls um weniger &ndert als die beliebig klein
vorgeschriebene Grosse &; dann #ndert sich auch f{x) — @(z) an
jeder Stelle weniger als & und also auch L, das Maximum dieser
Differenz. .

Diese Erwigung setzt die Stetigkeit von ¢(z) nicht voraus.
Dagegen muss von ¢(z) Endlichkeit und Eindeutigkeit verlangt
werden, da sonst die Definition von L ihren Sinn verliert. Wohl
aber bleibt unser Existenzbeweis giiltig fiir Funktionen ¢(z), die
fiir einzelne Strecken des gegebenen Intervalles mnicht definiert
gind, und er gilt auch fiir den Fall des Interpolationsproblems,
in dem ¢(z) nur an einzelnen diskreten Punkten definiert ist.

Der Beweis fiir die Existenz der Tchebychefschen Anniihe-
rungsfunktion ist damit erbracht. ‘

Verallgemeinerung fiir mehr Verdnderliche.
Dieser Existenzbeweis lisst sich ohne Schwierigkeit auch auf den
Fall iibertragen, dass eine Funktion mehrerer Variabeln ¢(z,y)
oder auch ¢(z, z, . . . z,) .durch eine ganze rationale Funktion
nten Grades f(x,y) bezw. f(x, #, ... »,) angenihert dargestellt
werden soll, wo die Anniherungsfunktion wieder so definiert
wird, dass das Maximum L von |f — ¢ | im vorgeschriebenen
Intervall ein Minimum wird. Wir kinnen uns auf zwei Variabeln
beschriinken, da die Verallgemeinerung durch den Schluss von n
auf # + 1 nichts Neues bietet. Wir beweisen zuniichst den
algebraischen Hilfssatz. Es ist

fz,9) = Oz* + g,(9) . & + 9)(y) . @7+« - + 9,0)-

Als Funktion von # aufgefasst konnen wir nach dem Vorigen
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jedem Koefficienten ein Intervall zuordnen, das nicht iiberschritten
werden kann, ohne dass f{(z,%) an irgend einer Stelle des Inter-
valles 4 iiberschreitet. Sei etwa dem g, das Intervall —a, --- +a,
zugeordnet. Wenden wir jetzt auf g¢,(y) unsern algebraischen
Hilfssatz an, wobei a, die Rolle von 4 spielt, so lassen sich fiir
die » + 1 Koefficienten von g, Intervalle angeben, die nicht
iiberschritten werden konnen, ohne dass |g(y)| fiir irgend ein
y des Intervalles grisser wird als a@,. Dies sind die gesuchten
Intervalle der Koefficienten von f(z,y), wie unmittelbar zu sehen.
— Wir haben hierbei die Intervallgrenzen von # und von y als
voneinander unabhéngig angenommen, d. h. ein rechteckiges In-
tervall vorausgesetzt. Dies ist keine Beschrinkung der Allge-
meinheit, da wir zu jedem Intervall ein rechteckiges bestimmen
konnen, das vollig innerhalb des gegebenen liegt. Dies recht-
eckige Intervall dient uns dann zur Bestimmung der Intervall-
grenzen.

Es lassen sich a.lso den Koefficienten von f(z,y) Intervalle
zuordnen, derart, dass wenn auch nur ein Koefficient aus seinem
Intervall heraustritt, |f(z,y)| fiir mindestens ein Wertepaar
grosser wird als 4. Der Existenzbeweis der Annéherungsfunktion
gestaltet sich weiterhin nicht verschieden von dem Fall einer
Variabeln.

§3. Notwendige Bedingungen.

1. Ein allgemeiner Satz.

Wir verallgemeinern das Problem dadurch, dass wir die Dif-
ferenz f(z) — p(x), wo ¢(x) die gegebene, f(x) die gesuchte
Funktion ist, als speziellen Fall einer Funktion F(z, p,p,...»,),
die von einer Variabeln 2 und (r» + 1) Parametern p abhingt,
auffassen. Ueber F(z) machen wir folgende Voraussetzungen

1) F(z) sei als Funktion von « in einem gegebenen Ihtervall
etwa —1 ... 4+ 1 stetig.

2) Als Funktlon der p sei F(z, p, p, . . . p) im Reellen
iiberall fortgesetzt differentiierbar und in eine beliebig weit kon-
vergierende Taylorsche Reihe entwickelbar.

p 3) Die Ableltungen nach p behalten den stetlgen Cha.rakter
in  zwischen —1 . .. + 1,

«  Wir stellen uns die Aufgabe, die Parameter P 8o zu wahlen,
dass die Abweichung der Funktion F(x) von O ein Minimum wird,
und suchen hierfiir zunichst notwendige Bedingungen. Es seign
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diejenigen alle voneinander verschiedenen Punkte des Intervalles
—1...41, an denen F(z) die Abweichung L annimmt, was
ausser an den Grenzen z = * 1 nur bei Extremwerten von
F(z) der Fall sein kann. Ich behaupte nun eine notwendige Be-
dingung dafiir, dass L = L(p, p, . .. p,) ein Minimum wird,
ist die, dass die algebraischen Gleichungen:

oF () 6F(wl) 0P . _
B, T, Tt g h=s
OF(x,) 9F (z,) 0F(z,) _
T, Rt e ATt T AT
® .
0F(z,) OF(z,) . oF@) , _
o Rt T, MT T Ty AT

die so zu verstehen sind, dass nach der partiellen Differentiation
das zu untersuchende Wertsystem p, p, . . . p, eingesetzt wird,
keine endlichen Werte fiir die 1 ergeben. '

Die rechten Seiten bedeuten dabei Grissen, die nur dem Vor-
zeichen nach bestimmt sind ; es habe

s, dasselbe Vorzeichen wie F(z) und sei £ O
2 » n ” F(xﬂ) " n + O

8, 7 9 ” F(:c,) noon 4: 0.

Ich behaupte, die Gleichungen diirfen fiir kein Wertsystem s
ein endliches Wertsystem der 4 ergeben, wenn die p so gewiihlt
sind, dass

L =L p -2
ein Minimum ist. -

Nehmen wir also an, fiir irgend ein System der s und p er-
giben die Gleichungen ein' endliches System 1, so ist zu zeigen,
dass der diesem Wertsystem p entsprechende Wert L von L
kein Minimum ist, dass also flir ein dem angenommenen System p
benachbartes System L = L(p, p, . . . p.) Kkleiner wird, d. h.
dass fiir dies Wertsystem p F(x) auf der ganzen Btrecke
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Kleiner bleibt als L. Als dies benachbarte Wertsystem wih-
len wir

Do — Ag statt Dy

b, — Ae ” P,
pn - 3'na ” p»

wo & eine kleine positive Grosse ist, iiber deren Kleinheit wir
uns die Verfiigung noch vorbehalten. F(z) bezeichne die Fanktion
mit den neuen, F(z) die mit den alten Parametern. Wir ent-
wickeln F(x) nach Potenzen von &, was nach unsern Voraus-
_setzungen erlaubt ist:

oF dp oF op oF odp
— — . L kel 4 § —_— . oo
F,= F°+(6po % T op, Os + + op, 65) et
) or oF oF "
=1'0—(—6-1—):-10 +6E'l;+"-+§]-o—;-ln)£+(5)+
Nun sieht man, dass diese Grosse fir — 1= 2 = + 1 absolut

genommen iiberall kleiner ist als L. Denn
1) An den Stellen z,, z, ... 2, konnen wir fiir

oF oF oF
(G Mt mt g 4

1 n

die Grossen s einsetzen, und haben so z. B. fiir z,
Fa(wa) = Fo(wl) - 318 + (62) +

wélche Grisse, da s, vom selben Vorzeichen ist als Fyx,), fiir ge-
niigend kleine ¢ dem absoluten Betrag mach kleiner ist als
| Fiz)| = L.

2) Fiir die Nachbarschaft von =z, z, ... xz, gilt dasselbe.
In der Niho -eines jeflen dieger Punkte. grenzen wir einen Bereich
der Variabeln 2 ab, in dem immer noch

oF oF ' oF
—_ .2 —_— 2 ...»...._...,1”)
(op, i
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dasselbe Vorzeichen hat, wie die entsprechende Grisse s. Nach
unsern Voraussetzungen miissen wir, da s F O ,iiberall einen
endlichen Bereich erhalten, dessen Grisse wohl von s, aber nicht
von & abhingt. .
8) Ausserhalb dieser Bereiche ist F,(zx) tiberall um ein end-
liches Stiick kleiner als L, wegen der Stetigkeit gilt fir F(x)
dasselbe, wenn & geniigend klein genommen ist. :
F (x) bleibt also in dem ganzen Intervall — 1 = 2 = + 1
kleiner als L. F, ist also eine Funktion kleinerer Abweichung
als ¥,, d. h. L = L(p,p, .. .p,) ist kein Minimum, wenn das
System der linearen Glemhungen endliche Losungen zuldsst. —
ir miissen jedoch beachten, dass unsere Herleitung zunéichst nur
dann einen Sinn hat, wenn die Punkte =z, 2, ... z,, an denen
F(x) seine Abwelchung annimmt , (hskrete Punkte sind. KEs darf
also nicht |F(z)| in einem endlmhen Intervall gleich L senD
Unser Resultat ist: damit die Abweichung der Funktion
F@,pop, --.p) von 0 ein Minimum werde, ist die
‘Nichtauflosbarkeit der Gleichungen (1) notwen-
dige Bedingung.

2, Anwendung des Vorigen.

Statt der allgemeinen Funktion F(z,p,p, ...p,) des vo-
rigen Abschnittes setzen wir nun die Differenz

1u@) — ¢()

wo ¢(z) eine gegebene, zwischen — 1 und + 1 stetige Funktion
und f(z) die gesuchte Anndherungsfunktion darstellt, wodurch
unsern Bedingungen iiber F(x) swher geniigt ist. Damlt die
Gleichung

lf,.(m) - ‘P(«")' =

fiir endliche Intervalle ausgeschlossen ist, braucht nur vorausge-
setzt zu werden, dass ¢(z) fiir kein endliches Intervall mit einer
ganzen rationalen Funktion mten oder niedrigeren Grades zu-
sammenfillt. Da also

F@) = pa + p- 2" + -~ - + 1, — 9(2)
80 lauten unsere Gleichungen (1) ' |

. n - 5
. KN ‘ e - \ - N : /
N o
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A+ AT+ A2+ 4 A = sy

Ay + Az, + A 4+ . -0+ A, = s,
(1) ' :

A’o +)'1wv + A‘zw: + -+ lnx: = §,.
Bezeichnen wir
A + Az 4 A2t + oo 4+ A2 mit Hx),

so ist H(x) eine ganze rationale Funktion nten Grades, die
durch unser Gleichungssystem nur insoweit bestimmt wird, als
sie an vorgeschriebenen Stellen von vorgeschriebenem Vorzeichen
sein muss. [Fiir die Frage, ob unser Gleichungssystem durch pas-
sende Wahl der Koefficienten von H(z) befriedigt werden kann,
kommt nun nur die Anzahl der Zeichenwechsel unter den s,,s,---s,
in Betracht. Bedeutet etwa der Uebergang von s, zu s, einen
Zeichenwechsel, so konnen wir dem dadurch gentigen, dass wir
eine Wurzel von H(x) = O zwischen z, und z, festsetzen. Thun
wir dies bei allen Zeichenwechseln, und sorgen, dass H(r,) das
richtige Vorzeichen hat, so sind alle Bedingungen unserer Glei-
chungen (1%) erfiillt. - Sind weniger Zeichenwechsel als Wurzeln
vorhanden, so konnen wir die iiberzdhligen Wurzeln ausserhalb
des Intervalles — 1 ... + 1 annehmen. Da wir » Wurzeln zur
Verfiigung haben, so smd bei #» und weniger Zeichenwechseln un-
sere Gleichungen stets 1oshar.

Unsere notwendige Bedingung fiir f,(x) als Funktion klein-
ster Abweichung von ¢(x) konnen wir also auch so aussprechen:

Die notwendige Bedingung fiir die Funktion
kleinster Abweichung ist die, dass unter s, s, ... s,
d. h. unter

fu(x1) - q)(xl)) fn(mn) - ‘P(‘xa)y LB fn("’:v) - ‘P(w;);

wo %, %, . .. «, die Annahmestellen der Abweichung bedeuten,
mindestens (n + 1) Zeichenwechsel auftreten. -
Alle Erwigungen dieses Paragraphen lassen sich ausdehnen
auf den Fall, dass ¢(#) nur abteilungsweise oder nur in diskreten
Punkten definiert ist. Wir konnen uns ferner von der Einschrin-
kung befreien, dass die Abweichung nur an diskreten Punkten
angenommen werden soll. Werde etwa L in dem endlichen
Intervall :
eSS0
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angenommen, so haben wir in die Gleichungen (1) die folgende
aufzunehmen:

oF(@) aF(x) aF(x} .
“'(-"K—A 4, + ap, S I A, =3

fiar

wodurch sich an der Beweisfilhrung nichts éndert. Die Funktion
H(z) muss dann im ganzen Intervall a« ... b das Vorzeichen
von s, behalten, und wir sehen sofort, dass ein solches Intervall
wie ein diskreter Punkt anzusehen ist.

Die Annahme der Abweichung muss (» + 2) Mal
in abwechselndem Sinn erfolgen, wobei ein end-
liches Intervall, in dem die Abweichung angenom-
men wird, als eine einzige Annahme zu betrach-
tenist.

§4. Diese Bedingungen sind hinreichend und
eindeutig.

Aus der Eindeutigkeit wiirde nach dem Existenzbeweise fol-
gen, dass die Bedingungen hinreichend sind, wir wollen aber
beides zugleich durch folgenden nun zu beweisenden Satz darthun :

Ist f,(x) ein Polynom nten Grades, das der not-
wendigen Bedingung geniigt, so giebt es kein von
ihm verschiedenes Polynom nten Grades von ebenso
kleiner oder noch kleinerer Abweichung.

Sei also 7,(z) ein Polynom, dessen Abweichung von qz(.a:)
nicht grosser ist als L

Falls nun, was ja mogh'ch ist- » > (n + 2), so wihlen wir
unter #, #, ...2, (n + 2) Werte aus von der Art, dass je
zwei aufeinander folgende einen Zeichenwechsel von f,(z) — ¢(z)
liefern, und es seien nun diese Werte mit =z, 2, ... #,, be-
zeichnet, (die moglicherweise mit 2, z, . . . #, zusammenfallen
konnen).

Wir betrachten:

@) — 9@)]-[7.() - @), «.
wes eine ganze rationale Fumktiom.vem hochstens nten Grade ist.
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= f(@) — 1.(2).
An den Stellen =z, z, ... z,,, ist
[fu@) — o) | = L,

|f.@)— @) | < L;

nehmen wir an, es gelte das Ungleichheitszeichen, so ist fiir das
Vorzeichen von

withrend

[f.@ — 9@] — [L(®) - 9]

das des Minuenden massgebend, und es mﬁssté dann die Differenz,
ebenso wie der Minuend (n + 1) Zeichenwechsel, also auch
(» + 1) Nullstellen zwischen — 1 und + 1 haben, d. h. f,(x)

— f.(x) = 0. Gilt aber in f,(z) — ¢(#) = L an einigen oder

allen Stellen z, z, ... z,,, das Gleichheitszeichen, so riicken
die Wurzeln von den Intervallen =z ...z, z,...z, .
. &y + + o+ T, in diese Punkte selbst, ihre Zahl wird dabei,

wie man sich leicht iiberzeugt, nicht geéindert.

Auch an dieser Betrachtung &ndert sich nichts, wenn wir
statt eines der Punkte ein endliches Intervall einfithren, in dem
die Differenz ein festgesetztes Vorzeichen haben soll.

Damit ist unsere notwendige Bedingung als zugleich hin-
reichend und eindeutig nachgewiesen. Es ist nicht nur das
kleinste Minimum, sondern iiberhaupt das Minimum von L als
Funktion von p, p, ... p, eindeutig bestimmt. In geometri-
scher Interpretation konnen wir unsere Resultate in folgenden
Satz zusammenfassen:

Zu jeder stetigen Kurve ldsst sich eine und nur
eine Parabel nten Grades angeben, die in einem vor-
gegebenen Intervall die Kurve (»r + 1) mal durch-
setzt und sich an den (» + 2) Punkten (oder In-
tervallen) grésster Entfernung gleich weit von der
gegebenen Kurve entfernt.

Aus der Eindeutigkeit der Anniherungsfunktion folgt sofort
folgender Satz: Liegt das definierende Intervall symmetrisch
zum Nullpunkt, so ist die Anniherungsfunktion gerade, wenn die
anzunéhernde Funktion gerade ist, und ungerade, wenn diese un-
gerade ist. Im ersten Fall haben wir in f(—z) im zweiten in
— f(—=x) eine zweite Funktion, die den Bedingungen der Anni-
herungsfunktion gentigt, woraus denn unser Satz folgt.

: 2
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§ B. Stetigkeit.

Wir benutzen die vorigen Sidtze, um zu beweisen, dass sich
“die Anndherungsfunktion bei festgehaltenem Grad
und Intervall mit der anzundhernden Funktion
stetig dndert. Es sei ¢(r) eine in dem betrachteten Inter-
vall den allgemeinen Bedingungen der Stetigkeit und Eindeutigkeit
geniigende Funktion, f(x) die zugehorige Annidherungsfunktion
nten Grades. Ferner sei @/ z) eine von ¢(z) nur wenig ver-
schiedene stetige und eindeutige Funktion, die in dem betrachteten
Intervall

l9() — 9@)| = ¢

geniigt, wo wir uns die Verfiigung iiber die kleine Grisse & noch
vorbehalten. @ (r) verlduft in dem betrachteten Intervall véllig
innerhalb eines von zwei parallelen Kurven begrenzten Streifens.
Wenn nun fi(z) die zu @ (z) gehdrende Anniherungsfunktion
ist, so behaupte ich kann auch

[f(@) — fo(a)

durch geeignete Wahl von ¢ wihrend des ganzen Intervalles be-
liebig klein gemacht werden. Zum Beweis betrachten wir die

Funktion
[f(.%‘) - o®)] — [fs(x) — @) ]

an denjenigen Stellen =z, z, ... z,,, an denen [f(z) — @(z)]
seine Abweichung L, und zwar in abwechselndem Sinn annimmt.

Sei nun L, die Abweichung der Funktion f,(z) von ¢(z), so ist
L, =| L+ &|

Wire ndmlich L, > L + &, so wiirde f(z), dessen Differenz
von ¢ r) im ganzen Intervall nirgends grosser wird als L + &
besser anndhern als f,(z);

1e(®) — @e(2) |

ist also im ganzen Intervall, und also auch an den Stellen
&y &y . . . %,y nicht grosser als L + & Nehmen wir, um die
Vorstellung zu fixieren, an, es sei f(#) — @(z) an der Ste]le z,
positiv, also gleich + L, so ist
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[Az) — 9@@)] — [f2) — ()]

fiir « = z, algebraisch genommen nicht kleiner als — & An
der Stelle z, ist

[fz) — 9l0)] — [1®) — 94#)]

nicht grosser als + & In dieser Weise fahren wir bis z,,, fort.
Nun unterscheidet sich

@) — 1)

von
[ﬂx) - (p(x)] - [fe(x) - ‘Ps(x)]
hochstens um &; also kénnen wir von der Funktion
fl (x) - f;(.%‘),

die eine ganze rationale Funktion nten Grades ist, folgendes
sagen: Sie ist an der Stelle

x, nicht kleiner als — 2¢
z, , grosser , + 2¢
z, , kleiner ,, — 2¢

Die durch die Funktion dargestellte Kurve muss also durch die
in unserer Figur an den Stellen z, z, ..., gezeichneten
Geraden hindurchgehen.

Ich behaupte nun: In mindesteps einem der Intervalle z, . . . z,

Ly voe By vvn vvs Ty oou &,,, wird die Funktion f(x) — f(z) dem
absoluten Betrage nach nicht grisser als 2e.

Nehmen wir zuniichst das Gegenteil an: In jedem der Inter-
valle ldge eine Stelle, an der die Funktion f(x) — fi(x) absolut
genommen grisser wire als 2¢; ich behaupte: dann liegt in dem

2*
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Intervall #, . .. z, ein Minimum. Denn wenn 1) flz) — fi(z)
an einer Stelle des Intervalls kleiner wird als — 2¢, so muss
diese Differenz, da sie an den Grenzen z, und z, nicht kleiner ist
als — 2¢, ein Minimom haben. Denn jede stetige Funktion hat
im endlichen Intervall, wenn der kleinste Wert nicht an den
Grenzen liegt, ein Minimum. Wenn aber 2) f(x) — fy(*) im In-
tervall z, ... z; nicht kleiner wird als — 2&, so muss es nach
unserer Annahme in jedem der Teilintervalle z, ... z, und
Z, . .. &, grosser werden als + 2& Da es fiir z, nicht grosser
sein kann als + 2& so sieht man, dass auch in diesem Fall ein
Minimum- statthaben muss.

Auf diese Weise fahren wir fort: Ist unsere Annahme, dass
in jedem Teilintervall die Funktion f(#) — f(») aus dem Streifen
— 2¢ . .. + 2¢ heraustritt, richtig, so ldsst sich zeigen, dass in
jedem der Intervalle mit ungeraden Indices z, ..., z, ...
ein Minimum und in jedem der Intervalle mit geraden Indices
Zyw oo @y Ty o.. &y ... ein Maximum liegen muss. Wir haben
also, da n solcher Intervalle vorhanden sind: =, ... 2, z, ... z,
e o &n . o . Zny, den Widerspruch, dass f(z) — fi(2) als ganze
rationale Funktion nten Grades » Extremwerte annehmen miisste.

Folglich war die Annahme unrichtig; die Funktion f(x)—f,(2)
wird in der That in mindestens einem der Intervalle

Ly oo o By Xy oo o Ly o oo Tuog o v o Tug

dem absoluten Betrag nach nicht griésser als 2e.

Man sieht nun ferner leicht, dass, wenn eine ganze rationale
Funktion nten Grades in einem endlichen Intervall, dessen Gren-
zen von & unabhingig sind, absolut genommen kleiner bleibt als
& (wie wir Kiirze halber statt 2¢ schreiben), die Koefficienten
dieser Funktion fiir hinreichend kleine ¢ beliebig klein gemacht
werden konnen. Es geniigt schon, dass die Funktion an (» + 1)
festgehaltenen diskreten Punkten §,, &, ... &.,, die wir, wenn das
ganze Intervall ‘gegeben ist, etwa in gleichem Abstand von einan-
der annehmen, kleiner bleibt als &. Denn wenn wir die Koeffi-
cienten bestimmen wollen, so geschieht dies aus den Gleichungen:

Png’; + ﬁn—xghl + ..+ P, =&
png’; + pa—lgz.l + .. + P, = &

R pn—x_én.:: tooro P = g
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wo die
E &g 0 0 . By =e.
Die p erscheinen in der Form
%sl+%s,+---+ dB" &gy

wo D die Cauchysche Determinante und die d Unterdeterminanten
der &, also von & unabhéingig sind; es werden also in der That
alle p fiir hinreichend kleines ¢ beliebig klein.

Ist fiir einen der Koefficienten von f{z) — f(x) eine obere
Grenze des absoluten Betrages vorgeschrieben, so miissen wir fiir
jedes der (» + 1) Intervalle @, ... @, &, ... Ty +.o Ty ov0 Zopg
auf die angegebene Weise & bestimmen; der kleinste der so ge-
fundenen Werte giebt die zuldssige Grisse von

P(2) — Pi(*)
an.

Ist ¢(2) nur durch einen ,Funktionsstreifen” ge-
geben, so liegt die zugehdrige Annéherungsfunktion
in einem Gebiet, das mit dem Funktionsstreifen be-
liebig schmal wird. Wir kionnen auch sagen: Der topo-
graphische Charakter der Anniherungsfunktion ist nur von dem
topographischen Charakter der anzunihernden Funktion abhingig
(also z. B. nicht von ihrer analytischen Natur; dagegen wird sich
zeigen, dass die analytische Natur der Koefficienten der Annéhe-
rungsfunktion durch die analytische Natur der gegebenen Funktion
bedingt ist.)

§ 6. Exkurs ii.ber die Darstellung durch rationale
Funktionen.

Unser bisheriger Gedankengang lédsst sich leicht iibertragen
fiir den Fall, dass die Anniherung nicht durch ganze, sondern
durch gebrochene rationale Funktionen bewirkt werden soll.

Existenzhewels,

Es sei eine in dem zu betrachtenden Intervall — 1 ... + 1
endliche und eindeutige Funktion ¢(z) gegeben und n als Grad
fiir den Nenner, m fiir den Zihler der Annéherungsfunktion vor-
geschrieben. Wir wollen beweisen, dass die Abweichung der
Funktionen der Form
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Fa A gt g,
px +p 2+ o+ 1

ein Minimum annimmt, und betrachten zu diesem Zweck die
Funktionen der Form:

qu”' + qm_‘x‘”"l + e + qo
P+ p -+ op,

Aus dem (m + n + 2) dimensionalen Raum, den diese Funktio-
nen erfiillen, schneiden wir durch die Bedingungen

gl =1 gl =1 el =1

@) ,

=1 |p=1...0p|=1
einen Wiirfel aus und betrachten die Wandungen dieses Wiirfels,
an denen von (2) mindestens einmal das Gleichheitszeichen gilt;
ich behaupte L als Funktion der g und p hat auf diesen Wan-
dungen ein Minimum, fiir das p, & 0.

L kann in diesem Gebiet als stetige Funktion der p und ¢
betrachtet werden, denn die einzigen Unstetigkeitsstellen sind die
Unendlichkeitsstellen, die fiir unsere Minimumfrage nicht in Be-
tracht kommen. L nimmt also sein Minimum nach dem Weier-
strassschen Satz an. Ist fiir dieses p, # 0, so ist der Satz be-
wiesen, ist aber p, = 0, so muss notwendig auch ¢, = 0, weil
sonst fiir # = 0 die Anndherungsfunktion, also auch L unend-
lich wiirde, ein Minimum also sicher nicht stattfinde. Wir kon-
nen alsdann Zihler und Nenner durch z teilen und so den Grad
beider um 1 erniedrigen. Wir gehen deshalb zu einem um 2
Dimensionen niedrigeren Raum und betrachten in diesem den ana-
logen Wiirfel. Auf diese Weise fahren wir fort, und wenn das
Verfahren nicht frither abbricht, kommen wir entweder auf
Funktionen der Form ‘

9z’ + qu @7+ -+ g,
D,

d. h. auf ganze Funktionen, die wir bereits abgehandelt haben
oder auf Funktionen der Form

'K
px +p @+ P,

Bei dem Minimum dieser Funktionen kann nicht mehr p, = 0;
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denn es miisste wegen des Punktes 2 = 0 alsdann auch ¢, = 0.
Der Nenner kann aber nicht identisch O sein, weil ja mindestens
ein |pl gleich 1 sein muss. Wir wiirden also auf die identische
Null gefiihrt, die wir aber auch durch ¢, = 0; p, = p,., = -+
c..=p =0 p, =1 erreichen kénnen. Wir bekommen also
stets ein Minimum, fiir das p, # 0. Dividieren wir alle Koeffi-
cienten durch p, so haben wir die gesuchte rationale Funktion.
Es giebt keine besser annndhernde rationale Funktion der Grade
m und #; denn gibe es eine, so konnten wir alle Koefficienten
durch den absolut grossten unter ihnen dividieren, wodurch der
Widerspruch zu Tage trite.

Zu jeder eindeutigen und endlichen Funktion
giebt es in einem gegebenen Intervall eine am
besten anndhernde, rationale Funktion, deren
Grad im Zdhler und Nenner vorgeschrieben ist,
und deren absolutes Glied im Nenner gleich 1 ist.

Notwendige Bedingungen.

Um notwendige Bedingungen zu finden, wenden wir wieder
unsern allgemeinen Satz S. 14 und die Bedingungen (1) an, die
hier, wenn

o) = 28— o).

fux) = g 2" + ¢, @™ + .-« + g,
ful®) = pozn +p_ @+ ... +p_lx +1

folgendermassen lauten: Es diirfen die Gleichungen:

Pt At A o A —

m~—1

1
iy @

fM(xl (w:l'm+n + x’;_llm-!‘n—l + v xllm+1) = sl

~ (fule))
(1" 7%:—5 (@, + 2"

A

'm—=1

[a(®s)  (on - =
- (f”(;;)—)—’ (xﬂlm—é-n + .’t, A’m-l-n-l + oo xil’-\+l) - Sz

(@d, + @A o A —

'm—1

1
f@)

fN(xV) (x:l.‘_“‘ + x:—l A’m-}-n—l + te xl‘"ﬂﬂ'l) = sv

~ =)y
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kein endliches System der A4 zulassen, das sie befriedigt. Ich
multipliciere nun die erste Gleichung mit f,(z))", die zweite mit
(fu(zy)* u. 8. f. Der Sinn der rechten Seite wird dadurch nicht
gedndert, da ja s, s, . .. s, nur in Bezug auf das Vorzeichen
bestimmt sind, das durch Multiplikation mit (f.(z,))* ... nicht
geidndert werden kann. Auch kann f,(,) nicht gleich O sein,
weil fu(z) im Nenner der Annidherungsfunktion steht, die nicht
unendlich werden kann; (die Moglichkeit gemeinsamer Wurzeln
von fu(z) und f,(#) werden wir sogleich ausschliessen). s,.(fu(x,))*
bedeutet also dasselbe wie s,, Denken wir uns ferner, um das
negative Vorzeichen zu entfernen, die 4,,, 4,,, ... 4,,. durch
ihre negativen Werte ersetzt, so kionnen wir unsere Gleichungen

schreiben :

fn(x:|) (x:"m + xl‘-‘lla—l + cr + lo)
+ fm(xl) (x:"lrht + w:-llﬂﬁ-u—l + tee + wlln+l) = sl

fn(w:) (x’:l'n + x;-lln—l + .o+ 1’0)
+ fu() @4, + x:—ll-ﬂl—l +otrd,) =8

ful@,) (@od, + 224, + -« + 1)
H1@) @A T T Ayt AL = 5,

Diese Gleichungen sind vom (m + »)** Grade; wir kinnen sie
also schreiben:
Opin T3+ b 7 L+ b2, + b, = s,

bm-»x:‘h +bn+n-1x:m—l+ cee + b1xa+bo =8

®
B b B B, D, = 5,
wobei
bo = A'o
bn = A, + 2, + l-ﬂ /1)
b, = A,p, + 4,p,+ 4, F Aty + 2004,
@ b= Ap,+4p+ 4y + A F Ay 8 F Apia@s + Ais Qs
bmhv—l = liw-l.p! + "npa—l + "-I-n-l qll + leQn—:
bppn = APy + Aptn -

)
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Die (m +.n + 1) reihige Determinante dieses Systems lautet, wenn
wir Zeilen und Spalten vertauschen:

1 p, p. 2 ... p. 0 0 O 0
0 Py P cee P 00 0
0 P vt Paa By P O 0
0 01 v oo Pacg Pag Py Da 0
D=
0 ¢ ¢ ¢ ¢& .+ 4 0 0 0 ... 0
0 % % & - Gur 8 O O . 0
0 % @& -+ Gps Gus e O ... O
0 0 0 gq, Qns Gnos Quor @ - -« O

Denken wir uns vor dem ¢, noch ein ¢ stehen, das wir nachher
gleich 0 setzen wollen, so sehen wir, dass D die Resultante der
beiden Funktionen ist,

l+p2+pa’+ - +puz”
und

g+92+92 + - g™
d. h. der beiden Funktionen

(@) und z . f.(%).

Da nun das absolute Glied in fu(z) gleich 1 ist, f.(@) also fiir
z = 0 nicht verschwindet, so haben diese Funktionen dann und
nur dann einen Faktor gemein, wenn f,(z) und f.(z) einen Faktor
gemein haben. Der zuniichst zu betrachtende Fall D 4 0 ist
also identisch damit, dass

fm ()
fn (%)
irreduzibel ist. ’

In diesem Fall sind die Gleichungen (1*) vollstéindig Hqui-
valent mit (3), und die Bedingung, dass (1') keine bestimmten
Wer.te fiir 4 ergeben sollen, ist identisch damit, dass (8) keine-
bestimmten Werte fiir 4 ergeben sollen. Dies filhrt, wie oben
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bei den ganzen rationalen Funktionen auf die Bedingung, dass
unter den s, s ...s, sich mindestens m-4n+41
Zeichenwechsel finden.

ﬁinreichende und eindeutige Bedingungen.

Diese unter der Voraussetzung D # 0 notwendige Bedin-
gung ist stets hinreichend und bestimmt das kleinste Minimum
eindeutig, was wie oben durch Betrachtung der Funktion

fu(@) fu@)

[f(:v) ()} [/,,() (p()]

_ o @ _ fefa—fefs
e T

die nicht (m 4w+ 1) Zeichenwechsel haben kann, ohne dass

!

fo Ta=fu-f, =
fo o fo
[

nachgewiesen wird. Der Nachweis der Eindeutigkeit erstreckt
sich aber hier nur auf das kleinste Minimum, die Frage nach der
Mbiglichkeit grosserer Minima, die D = O geniigen, bleibt offen.

Die Untersuchung gestaltet sich also so, dass wir zuerst
fwl®)
fu()
Zeichenwechsel der Abweichung ‘ergiebt. Existiert diese, so ist
sie ein Minimum, und es existiert dann keine rationale Funktion
Iul®)
i)

Existiert sie nicht, so bedeutet dies, dass die Zahlen » und »n zu

nach einer rationalen Funktion

suchen, die (m+n+ 1)

der Form mit ebenso kleiner oder noch kleinerer Abweichung.

hoch gegriffen sind, dass wir mit Funktionen fM(( )) dieselbe
n—1

Anniherung erreichen konnen. Wir suchen also unter diesen
Funktionen solche, die m + n — 1 Zeichenwechsel ergeben, u. s. f.

Zusammenfassend konnen wir sagen: Die Bedingung von
(m+n+1) Zeichenwechseln ist stets hinreichend,
und wenn sie erfiillbar ist, auch notwendig.

§ 7. Interpolationsprobleme.

L Geometrischeb .'Beispiel fiir symmetrische Behmdlung der beiden
‘Variabeln. )

Wir wollen folgendes geometrische Problem behandeln, das

)
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vielleicht geeignet ist, den Sinn unserer Methoden zu veranschan-
lichen. Es sei K ein Kegelschnitt und 1, 2 ... 6 Punkte in
der Ebene. Von jedem dieser Punkte betrachte ich das kiirzeste
der Lote, die sich von ihm an K ziehen lassen, und nenne es L,.
Die grisste der Strecken L, sei mit L bezeichnet.

Es seien nun die Punkte 1, 2 ... 6 gegeben und die Auf-
gabe gestellt, denjenigen Kegelschnitt zu finden, fiir den L ein
Minimum wird.

Die Existenz der Losung folgt, wenn wir bedenken, dass es
zur Bestimmung des Kegelschnittes nur auf die Verhiltnisse sei-
ner Koefficienten ankommt, aus Betrachtungen, die den S. 21—23
angestellten &hnlich sind.

Ich behaupte, eine notwendige Bedingung fiir das Minimum
ist die Gleichheit aller I, Nehmen wir also an, es seien weniger
als 6, etwa 2, der Grossen L, gleich L. Auf den 2 Normalen,
deren L, = L, trage ich nun vom Kegelschnitt aus eine Strecke
¢ ab, die den gegebenen Punkten zugerichtet ist. Die Endpunkten
dieser beiden Strecken zusammen mit 3 der iibrigen 4 Normalen-
Fusspunkte definieren einen neuen Kegelschnitt, dessen L, wenn
¢ geniigend klein gewdhlt ist, kleiner ist, als das des erst ange-
nommenen.

Denn von den zwei ausgezeichneten Punkten existiert eine
Verbindungsstrecke zum Kegelschnitt von der Lénge L-e&, die
senkrechte Entfernung ist daher gleich oder kleiner L—e& Von
den drei hinzugenommenen Punkten existiert eine Verbindungs-
strecke L, wo L, < L. Die Entfernung des letzten Punktes
aber, die kleiner war als L, bleibt dies auch bei dem neuen Ke-
gelschnitt bei geniigend kleinem & wegen der Stetigkeit.

Fixieren wir, Einfachheit halber, unsern Kegelschnitt als
Ellipse, so konnen wir weiter sagen, dass 1, 2 ... 6 bei dem
verlangten Kegelschnitt abwechselnd innerhalb
und ausserhalb der Ellipse liegen miissen. Das
nabwechselnd“ ist hierbei so zu verstehen: Beim Umlauf der
Ellipse ergiebt sich fiir die Fusspunkte der Lote eine cyklische
Reihenfolge. Diese soll auch auf die gegebenen Punkte selbst
iibertragen werden. Nehmen wir etwa an, zwei aufeinanderfol-
gende Punkte, etwa 1 und 2 ligen ausserhalb der Ellipse. Ich
betrachte nun die Schaar der Ellipsen, die durch die festgehal-
tenen Fusspunkte der Lote von den Punkten 3, 4, 5 und 6 gehen.
Keine dieser Ellipsen kann auf dem Bogen 3126 die ur-
aPl'iin.gliche Ellipse schneiden, weil wir sonst zwei Ellipsen mit 5
gememnsamen Punkten hitten. Jede dieser Ellipsen liegt daher
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lings des Bogens 3 1 2 8 entweder ganz innerhalb oder ganz
ausserhalb der urspriinglichen Ellipse. Diejenigen Nachbarellipsen,
die ganz ausserhalb liegen, haben einen geringeren Abstand von
den Punkten 1 und 2 als die urspriingliche. Daher ist L ent-
weder kleiner geworden, oder die Z, sind fiir die neue Ellipse
nicht mehr gleich, und fiir diesen Fall zeigten wir schon, dass L
verkleinert werden kann.

Fiir Hyperbel und Parabel gilt derselbe Satz. Unser fiir die
Ellipse giiltiger Schluss, dass ein Schnittpunkt vorhanden sein
miisste, falls der neue Kegelschnitt lings eines gewissen Bogens
nicht entweder ganz innerhalb oder ganz ausserhalb des alten
lige, ldsst sich dort durch einfache projektive Erwigun gen er-
setzen.

Die Frage nach der Eindeutigkeit oder Vieldeutigkeit der
Aufgabe ist hier nicht so einfach zu entscheiden, als bei dem
Tchebychefschen Problem, da Eindeutigkeit allgemein
jedenfalls nicht existiert. Dies rithrt daher, dass man
von einer Reihenfolge der ge-
gebenen Punkte, ehe der ge-
suchte Anndherungs - Kegel-
schnitt bekannt ist, nicht re-
den kann. In der That ist in
unserer Figur, die einen Fall
der Zweideutigkeit der Lo-
sung zeigt, die Reihenfolge
der Punkte in Bezug auf je-
den der beiden Kegelschnitte eine verschiedene.

2. Das gewdhnliche Interpolationsproblem.
Es seien (n+2) Punkte
(xl yl) (x: yl) A (xnﬂ ?/m-z)
gegeben, und es sei gesucht ein Polynom nten Grades
Y = 2P+ 2" Pyt - +Ds
von der Art, dass die grosste der Differenzen
: y—19, v=12...n+2
moglichst klein sei.”
Unsere Theorie liefert uns sofort die Lisung: Sind die
Punkte in der Richtung der wachsenden Abscissen angeordnet,

i
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also #, < &, < @, . .. (den Fall zweier gleichen z, der einer
Zweideutigkeit von ¢(z) entsprechen wiirde, schliessen wir aus),
so missen alle (n+2) Werte y—y, absolut gleich, aber ab-
wechselnd positiv und negativ sein. Dies fihrt uns auf
folgendes System linearer Gleichnngen:

P+ G An =L =,

n—1

DX+ DP, %y + ¢ +p,+L =y,

pn"c?z+2 +pn-—1x::-_i_-;+ crtp,+ (— 1)n+2L = yn-l‘l

wo die « bekannt, die p un(i L zu bestimmen sind. Die Deter-
minante dieses System ist die folgende:

xy x?“l...l._l
@ w141
af 27 1—-1
x: +2x:;; e 1 (__l)n+2

und man kann leicht sehen, dass diese Determinante,
wie unsere allgemeine Theorie dies auch fordert,
stets von O verschieden ist. Entwickeln wir nach den
Elementen der letzten Spalte, so erhalten wir:

x:' x;"'l e 1 x;_‘ x;'_l T | mg a,':—l e 1'
n n—1 * " n-1
z, 2z -1 . xg @, 1
+| . . + .t
2z --1
n n
" w1 n-1 “u n—1
[Pntr Zur 1 "7””_'_2 Ty » 0 1 | Ty 9 B 1

wo die Summe das Vorzeichen (—1)"* erhilt. Diese Summe
kann nicht verschwinden; denn alle Determinanten haben dieselben
Vorzeichen, weil in jeder von ihnen die Basis der Elemente einer
Zeile grosser ist als die aller vorhergehenden, und hierdurch das
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Vorzeichen des Differenzenprodukts, dem diese Determinanten
gleich sind, bestimmt ist, néimlich gleich dem von (——l)mzm

Die Bedingung «, < z, < x, ... ist dabei durchaus we-
sentlich, man findet z. B. fiir n = 2 durch Ausrechnen:

x:x.l 1-1
znz, 1 1
x:xa 1 -1 = 2(371—(68)(33,—-:1;‘) ($1+xa_xg_x¢)'
zr, 1 1

Die Determinante kann also fiir voneinander verschiedene z ver-
schwinden, wenn z, und 2z, zwischen z, und z, liegen. Geometrisch
bedeutet dies: Wenn 4 Punkte gegeben sind und eine Parabel
gesucht wird, die in der Richtung der y-Axe von allen 4 gleich
weit entfernt ist, so ist dies stets moglich, wenn die Punkte nach
wachsenden Abscissen geordnet abwechselnd auf der einen und
der andern Seite der Parabel liegen sollen, dagegen unter Um-
stinden unmdglich, wenn zwei Punkte hintereinander auf dersel-
ben Seite der Parabel liegen sollen.

Sind mehr als (#+2) Punkte gegeben, so ist fol-
gendermassen zu verfahren: Man widhle auf alle
miglichen Weisen aus den gegebenen Punkten (»+2)
aus und berechne die hierdurch eindeutig bestimmte
Kurve nach dem oben angegebenen Verfahren.
Unter allen so erhaltenen Kurven giebt es eine und
nur eine, bei der der Abstand jedes der Punkte, die
nicht zu ihrer Berechnung gedient haben kleiner ist
als der Abstand der n+2 Unter Abstand ist dabei die
Entfernung in der Richtung der Ordinate verstanden, bei ,klei-
ner* ist (fleichheit nicht ausgeschlossen.

Der Beweis ergiebt sich aus der allgemeinen Theorie. Das
Interpolationsproblem liefert also die wesentlich-
sten Resultate der Tchebychefschen Anndhe-
rungsmethoden. Das Problem reduziert sichaber
hier auf die Auflésung linearer Gleichungen.

Kapitel II. Aufstellung der Annéiherungs-Funktion.
§ 1. Analytische Formulierung,.

Wir kehren zu dem Problem zuriick, zu der gegebenen ste-
tagen Funktion ¢(#) fir das Intervall —~1 - . . +1 die Annihe-
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rungs - Funktion zu bestimmen. Wenn wir nun zundchst unsere
Bedingungen fiir die Annaherungsfunktlon S. 16 ff. analytisch aus-
driicken wollen, miissen wir bedenken, dass, weil |f.(z) —@(*)|
im Intervall —1 ... +1 Kkleiner oder gleich 7, die Werte von
|fu@) — @) | = L Extremwerte darstellen, mit Ausnahme der
Werte « = * 1, falls fiir sie die Glelchung statt hat.
fu(x) unterliegt dann den Bedingungsgleichungen :

fu(@)—o(z,) = L
(=, +1) (Wz)—9'@@)) = 0
fu(@)—o(z,) = —L
fulz)—9'(z;) =
@)

(@) —@@npr) = (—1)* L
[ (@ng1)—@'(@nta) = 0
[ul@nid)— @(wnts) = (- 1)+ L
(@nt2 —1) (' (Tnt2) — ' @nye)) = 0.

Praktisch ist jedoch hiiufig die folgende Form bequemer, obgleich
sich in ihr der Grad der Gleichungen verdoppelt.

Es sollen die Gleichungen:

(fol@) - 9@))’—L' = 0
@) (i) ~¢'@) = 0
zwischen —1 ... 41 (#+2) voneinander verschie-
dene gemeinsame Wurzeln haben.
Indess sind diese analytisch formulierten Bedmgungen nicht

mehr hinreichend, sondern bloss noch notwendig. Denn sie ent-
halten nicht mehr unter allen Umsténden die Bedingung, dass

lf@—o@) | = L fir —-1=<z=<1,

@

worauf wir spéter zuriickzukommen haben.

Aus der Definition der Anniiherungs-Funktion folgt ein Satz,
der im Folgenden mehrfach angewandt werden wird: Die An-
nitherungs-Funktion ldsst Multiplikation mit einer Konstanten zu.
Ist fu#) Anndherungsfunktion zu @), so ist im selben Inter-
vall C.fu@) Anniherungsfunktion zu C - g(2).
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§2 Aufstellung fiir den einfachsten Fall

" Es sei
(@) = 2"
die Abweichung von 2z -f (#) von O soll ein Minimum werden.

Die zweite der Glelchungen (@) ist dann nur vom Grade
(»+2); es miissen daher alle ihre Wurzeln auch Wurzeln der
ersten Gleichung (2) sein. Nun sind die # Wurzeln, die nicht
(2’—1) = 0 sondern f,(x)—¢'(x) = O erfiillen, sdmtlich Doppel-
wurzeln von (f,(x)—@@)*—L* = 0, weil ja eben die Ableitung
der linken Seite verschwindet, d. h.

(@) —o@)'—L* = 0
hat mit
(fa@)—9¢'@) =0
2n Wurzeln gemein. Die iibrig bleibenden Wurzeln von
(fu@) — p@))'—L* = 0 miissen nach dem Obigen z = * 1
gein. Also hat
(o) —@@)y —L* =0
mit
@*-1) (@)—F =) =0
2n + 2 d. h. alle Wurzeln gemein, und wenn wir bedenken, dass
in der ersten Gleichung der Koefficient des hochsten Gliedes

gleich 1, in der zweiten gleich (» + 1)* ist, so haben wir, wenn
wir kurz

p@)—f (@) = "' =f(2) =y
getzen, die Differentialgleichung:

_ 1 a_ 1y (WY
yi_L’ - _("r_'__ 1)2 (“’ 1) (dx)
die durch Trennung der Variabeln ergiebt:

dy

VI=y (“)\f’*"
y

arcsin—E-== (n+1) arcsin z + C.

Hieraus ersiecht man: Wenn # das Intervall —1 ... 41 durch-
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liuft, arcsinz also von ——3‘2— e+ g und (n+41) arc sin 2 von

n+1 . n+1
i bis o) »
Seite ein Intervall von (n+1)z, daher schwankt j;y" (2 + 1) mal

n wandert, so durchwandert die rechte

von —1 zu +1 und y von —L zu + L.
Um C zu bestimmen, beachten wir die obige Bemerkung, dass
fir # = F 1 y gleich * L sein muss. Bei geradem n wird

dem durch C = 0, bei ungeradem durch ¢ = —’25 geniigt, wobei,

worauf es aber nicht ankommt, C nur bis auf Vielfache von =
bestimmt ist.
1) n sei gerade; es sei # = sinz
)

arcsinz— =mn+1) %
Y

T = gin(n +1) #

= dem immag. Teil von cos(n+1)2 +isin(n +1)2

Nj=

. . 1
= ” " ” (COS#-I- zsmz)”'" :

Wir ziehen von diesem Ausdruck den konjugierten ab und divi-
dieren durch 24:

¥ (cos# + i sing)t —(cos #—i sine)*
L — 21

= *+

((sinz + i cos &)+ + (sinz —i cos 2)**)

H
DOl = pof

(€ + V=" + @— Vo —T)"+)

der Koefficient von 2" ist dabei gleich der Summe der an un-
gerader Stelle stehenden (n+ 1)ten Binomialkoefficienten. Diese fin-
netl

den wir, wenn wir (1—1)"*" formal entwickeln als % = 2"

Da nun der hochste Koefficient in y gleich 1 sein muss, so folgt

1
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/= () (T

2
2) n sei ungerade;
. (=
—%- = gm (*2—+(n+1)z)
cos (n+1) 2
dem reellen Teil von cos(n+1)¢+4¢sin (n41)«

I

= % ((cos 2 + i sin 2)™ + (cos e—i sine)")

= 3 3 (6 +VE=D™ + @—V@=D")

d. h. wir erhalten dasselbe Resultat wie oben.

® v= (20T (”_—Vg"_—]‘_))"*‘

ist diejenige ganze rationale Funktion (n+ 1)ten Gra-
des, die sich von —1 bis +1 am wenigsten von 0 ent-
fernt und 1 zum hochsten Koefficienten hat.

a"'—y ist diejenige Funktion nten Grades, die
2" am besten annihert. Man sieht, dass in (3) Glieder
nten Grades nicht vorkommen, wie dies auch aus unserer Bemer-
kung am Schluss von § 4 des vorigen Kapitels folgt. Daher ist
2" —y nur vom (n—1)ten Grade, und daher sicher diejenige
Funktion (n—1)ten Grades, die "™ am besten annihert.
Diejenige Funktion nten Grades, die 2 am be-

sten anndhert, ist

e[ (= E

2

§ 8. Die Annédherungsfunktion beliébiger analy-
tischer Funktionen.

1. Analytischer Charakter der Koefficienten.

Nachdem wir die Anndherungsfunktion fiir die einfachsten
Fille g(z) = 2™ wnd ¢(z) = 2™ aufgestellt haben, gehen
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wir zu dem allgemeinen Fall der Darstellung analytischer Funk-
tionen iiber. Wir werden dann freilich keine endliche geschlos-
sene Form, sondern nur ein konvergentes Verfahren erwarten
diirfen, das eine annidherungsweise Darstellung der eindeutig de-
finierten Anniherungsfunktion mit jeder beliebigen Genauigkeit
gestattet. Dabei ist der Grundgedanke: Das Intervall,
durch das die Anndherungsfunktion definiert ist,
als klein vorauszusetzen, die Intervallgrenzen als
Parameter einzufiihren, und die Anndherungsfunk-
tion nach Potenzen dieses Parameters zu entwickeln.

Nehmen wir der Einfachheit halber an, die Intervallgrenzen
seien —% und + %, und die darzustellende Funktion ¢(z), von der
Konvergenz in diesem Intervall vorausgesetzt wird, sei

‘P(w) = ko+k1w+ ot +knxn+ku+lx“+l+""

wo wir weiter noch voraussetzen wollen, dass %,,, und %,,, nicht
beide zugleich verschwinden. Wir setzen

z = he,
sodass das definierende Intervall nunmehr stets

z2=-—1... 41,
Es wird

‘p(x) = k,+ khe + k12* + oo kB A+ k”+1h”+l F SR

Aus der Definition der Anniherungsfunktion folgt, dass die An-
ndherungsfunktion von ¢(z) gleich ist

ky+khe+ ... + k1"
vermehrt um die Anniherungsfunktion von
| k,mh”*‘z”*‘ + kM’hn+2zn+ﬂ NN

1§mi1) dass letztere wiederum gleich ist (nach dem Schluss des
A v,

wo ¥V die Annéherungsfunktion von
ban@™ b Ry ™ e, B

bedeutet. Setzen wir A _ K a8 e
3% ’
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ky+khe+ - kb = @,2),
so hat also die gesuchte Anniherungsfunktion die Form

@.(2) + BV,
Ich behaupte nun:
¥ ldisst sich in eine in einem endlichen Inter-

vall h konvergierende Reihe
V=V, +hw +uV,+ ...

entwickeln, deren Koefficienten Polynome nten Grades von #
sind, deren Koefficienten nur noch von den % abhingen.
Ist
V=p"+p,4""+ by,

so lauten die Bedingungen fiir ¥ nach (1):

p"z:+p"—lz?—‘ +oee +po_(kn+lz?+l+hkn+zz?m +-- ) —L =20
(@) 2D Py (bt @ )+ L

I
o

Pofipsy +Dnspiyt P (b #05a + Plpyetiis + ) +(=1)""L = 0
6 n N~ N+1 R
(zx + 1) &T (pnzl-}-pn—lzl l"'"''*"po“(7"'7t-i-1’31+ +hkn+azlﬂ+'" )) =0

0 " -
(5) ?Z;(p ,.2,+p”_lz;‘ l"I"" +po—(kn+1zr+ 1+hkn+ﬂ2;'+’+ "')) =0

d ) n—
(gm-:"l)_é;—'(pﬂzmz+.pn—15n-i-;+"'+po_(kn+1‘ex;+hkn+az:¢:+'")) =0
n+2
die wir abgekiirzt
F—-L=20
F,+L=
@, +1) %ii. =0

oF,

a0

schreiben wollen.



37

Fiir h = 0 haben wir die Gleichungen berechnet. Es ist

dort OF, +0 6614’ =2 4 0. Wegen der Stetigkeit muss dies

n+2

auch noch fiir ein endliches Intervall % der Fall sein. Der Ein-
fachheit halber lassen wir also die erste und letzte der Glei-
chungen (5) weg und ersetzen sie durch 2, = —1, ¢, = + 1.
Die Funktionaldeterminante der iibrigen 2 + 2 Gleichungen mit
den 2n 4+ 2 Unbekannten

PwsPucyy+ + Py L2y 2 o 0 0 2y

lautet jetzt:
OF, oF, _oF, OF, oF OF  oF
ap, 0Py op, oL 02, 0z, 0z,,,
OF, oF,  OF, OF, om, OF o,

| op, 0P,y ap, oL Eéz 0z, 0%y,
0F,,, 0F,,  0OF,, oF,, [oF,, 0F,  0F.,
ap n apn—l ap 0 GL :65 2 69 3 6295«}-1
*F, @&F, O°F, OF, TOF, T¢F, oF,
02,0p, 02,0p,,  0£,0p, 0z,0L 0z 0¢,06, 02,08,
0’F,,, 0'F,, 0'F,,, 0'F,, °F,,, OF,, e OFy
aznﬂapn 05“+16p”_1 a‘zrﬂ-xa.po d‘e"n+161; ga’gn+l eza a’e‘nﬂazﬂ GZ:H_!

Man sieht leicht, dass alle Elemente in dem Rechteck rechts oben

verschwinden; denn es ist z B. in der zweiten Zeile %gi’— =0
2

oF, oF, . :
nach (B) un d_EI-:T,e—""":O weil 2, 2,...1in F,

nicht vorkommen. Aus letzterem Grunde verschwinden auch die
Terme des unteren rechten Rechtecks mit Ausnahme der Diagonal-
glieder. Die Determinante ist demnach gleich:
z’: 5.:—1 s 21 1 _'1
'7: 3':-1 cee By 1 1 G’F, G’F. O'Fm-x
B A T
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Diese Determinante ist nach 8. 29 von O verschieden, und die
zweiten Ableitungen sind es jedenfalls fiir A = O auch.

Aus dem Nichtverschwinden der Funktionaldeterminante folgt,
dass sich alle 2rn + 2 Grissen p,p,., ... », L& ... 2, nach
Potenzen von % entwickeln lassen. Schreiten wir auf der reellen
positiven Axe h weiter, so sind bis zu dem niichsten singuliren
Punkt alle diese Griossen eindeutig als Funktionen von % definiert.
Es fragt sich aber, inwieweit durch sie unsere An-
niherungsfunktion auch wirklich dargestellt wird.
Denn die Gleichungeu (4) und (5) sind ja nur notwendig, aber
nicht hinreichend. Wir verfolgen den weiteren Verlauf in den z,
weil die p sich unter allen Umstéinden eindeutig aus den 2z be-
stimmen.

Fiir & = 0 haben die beiden Gleichungen

oF

FXxL=0 — =0
0z

keine andern Wurzeln als die n: 2,2, . . . #,,, gemeinsam. Dies

h

sind zugleich alle Wurzeln von %ﬁ— = 0 fiir » = 0. Alle an-

dern Wurzeln dieser Gleichung werden fiir # = O unendlich.
Wir grenzen nun auf der reellen positiven Axe von % ein Gebiet

so ab: Innerhalb dieses Gebietes soll %1;— = 0 keine andern

reellen Wurzeln zwischen —1 und + 1 haben als diese #, oder
es soll doch | F | an den neu hinzukommenden Wurzeln kleiner sein
als | L|. An der Grenze des Gebietes liegt dann eine Wurzel von
oF

— = 0, fiir die F = * L.
0z

Innerhalb dieses Gebietes in % stellt die
durch die Gleichungen (4) und (8) definierte ana-
lytische Funktion in der That unsere Annéidhe-
rungsfanktion dar. Denn erstens wird L (»+ 2) Mal im
Intervall 2= —1... +1 angenommen. Denn da fiir 2=2, =—1
F = +L und fiir # =2, F = ~—L, und ebenso an dem po-,
sitiven Ende des Intervalls, so ist klar, dass fiir den betrachteter
Bereich in % unsere » Wurzeln im Intervall —1 < 2 < 1 blé-
ben miissen. Sodann kann auch fiir diesen Bereich | ¥'| im Inter-
vall —1 = # = 1 nicht grosser werden als | L|. Denn damn
miisste | ' | ein Maximum haben, fiir das es grisser wire als
L, was ja nach Definition ausgeschlossen ist. Hierdurch sm(?. aber
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auch die hinreichenden Bedingungen der Anniiherungsfunktion
erfiillt.

An der Grenze des Gebietes haben wir nun eine mneue ge-
meinsame Wurzel von F = * I und %ZE = 0; z B. kann %’
fir # = * 1 verschwinden. Lassen wir % dariiber hinaus wach-

.3 oF
sen, so kann nun fiir diese Wurzel von e 0 | F| grosser

werden als L, und dann stellt die so durch (4) und (5)
definierte Funktion die Anniherungsfunktion
nicht mehr dar. Wir haben nun zwei Systeme von Glei-
chungen, denen die Anndherungsfunktion geniigen kann; das alte,
dem sie fiir kleinere % geniigt, und das neue, das dadurch ent-

steht, dass wir die neue gemeinsame Wurzel von F = + I und

or s
5, = 0 an Stelle der ibr im alten System benachbarten unter

die

2,8, .. By,

. | . OF,

einsetzen, was z. B. auch so geschehen kann, dass wir 5 = 0
1

statt 2, = —1 einsetzen. Nach unsern Existenz- und Eindeu-

tigkeitssitzen muss eines und nur eines dieser Gleichungssysteme
die Anngherungsfunktion liefern. Dieses verfolgen wir auf der
reellen Axe der % weiter, bis wir wieder an eine derartige aus-
gezeichnete Stelle gelangen. Die p sind auch an solchen Stellen
stetige Funktionen von %, von den # aber erleidet dabei eines in
der Regel einen Sprung.

Ausser diesen Sprungstellen kommen noch ir-
regulidre Punkte im funktionentheoretischen Sinn
in Betracht, bei denen die Konvergenz der Reihen
inhaufhdrt, was bei den eben besprochenen Punkten im All-
gemeinen nicht der Fall ist. Betrachten wir die Funktionaldeter-
minante, so sieht man, dass diese nur dann gleich 0 wird, wenn

2 3 2 aﬁ 2
der Faktor %—gl:j . %EF:: B %, zu dem —é—g und aa:i noch
hinzukommen kann, verschwindet. Die zweite Ableitung an die-
sen Stellen kann nur verschwinden, wenn zugleich auch die dritte
verschwindet, weil diese Stellen ja wirkliche Maxima bezw. Mi-
nima sein miissen. Verschwinden aber diese Ableitungen, so hat

an dieser Stelle _@_f'_ = 0 mit F £ L = 0 eine Doppelwurzel
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gemeinsam, die betreffende Grsse # also einen Verzweigungspunkt.
Alsdann ist wie oben zu untersuchen, welcher der beiden Zweige
im weitern Verlauf die Anndherungsfunktion darstellt. Ist die
eine der beiden zusammenfallenden gemeinsamen Wurzeln von
F+*L=0 und %}E = 0 im Allgemeinen komplex und nur
gerade fiir den Verzweigungspunkt reell, so kann sie fiir die An-
niherungsfunktion nicht in Betracht kommen.

Die Koefficienten der Anndherungsfunktion
sind abteilungsweise analytische Funktionen
der Intervallgrenze - Die einzigen hierbei vor-
kommenden Irregularititen sind die Sprung-
stellen, an denen die Koefficienten von einer
analytischen Funktion zu einer andern, der er-
sten im funktionentheoretischen Sinne villig
fremden ibergehen, und die Verzweigungspunkte,
die dort liegen, wo F=* L eine vierfache War-
zel hat.

2., Algorithmus der Ausrechnung.
Bestimmung von 7.
Wir setzen:
V=V, +hV,+ BV, + BV, + ..
L = L,+hL,+WL,+WL+ ...

und ferner: .
Vi+hV,+ BVt - = 7,
V,+hV,+ KV, +- 7,
L+ hl,+ WL+ - - = IT:
L,+hL,+ WL+ .. = L,

sodass die ¥ aus den V und die L aus den L durch Nullsetzung
von % erhalten werden.

V=7, +47,
ist die Anngherungsfunktion von
b 8 + bk 8™ + Bl ™ -
die aber fir A = 0 in die Anndherungsfunktion von f,,, 2"
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iibergeht, die uns aus dem vorigen Paragraphen bekannt ist. Es
ist némlich

Vy = buy ("' —y),

wenn wir nach (3) unter y verstehen:

= (Y =

2

)n+1
Es 1st also
V= k., (" —y)+ 1V,

Diese Funktion muss den einer Anniherungsfunktion charakteri-
stischen Gleichungen (2) geniigen :

[Fugs (" = 9) + BV, — (™ 4 Wy ye™ + - - )= L' = 0
d —
(Zﬁ - 1) % [kn+1 o — y) + th - (kwlznh + hkn+zzM2 +o )] =0

oder
(6) (R 2™ A Wy g@™ o o o By — hT’:)’ -L'=10

(7) (z,— 1) g—; (hknﬂz i + h’kn+sz”+s +-- -+ kn+1y - k_ﬁ) =0

die (» +2) Wurzeln miteinander gemein haben sollen. Statt der
Gleichung (7) betrachte ich nun die einfachere:

1) & (hey) = 0
® ey

und behaupte: Ist = eine Wurzel der Gleichung (8), so existiert

eine Wurzel 2 + P(h) der Gleichung (7), wo P, wie stets im
Folgenden, eine Potenzreihe ohne absolutes Glied bedeatet. In
d.er '.l‘hat, denken wir uns irgend eine Wurzel von (7), so muss
sie sich nach Potenzen von » entwickeln lassen, wenn nicht ge-
rade B = O ein Verzweigungspunkt ist. Dies ist aber nicht der
Fall, weil, wie wir wissen, die durch Nullsetzung von % aus (7)
hervorgehende Gleichung (8) keine Doppelwurzeln hat. Das von
h frele Glied ist natiirlich der Wert der Wurzel fir 4 = 0 d. h.

2. Dies Verfahren gilt bei den #» Wurzeln von (7), die fiir 4 =0
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nicht unendlich werden, und ausserdem bei ¢ = + 1, wo P(%) iden-
tisch O ist, also bei (n+2) Wurzeln. Es soll nun (6) durch

¢ + (k) befriedigt werden, und zwar identisch in 4. Die Koef-
ficienten von A in (6) miissen also einzeln verschwinden, und ich
muss folglich zu einer richtigen Gleichung kommen, wenn ich in

(10), nachdem # 4 PB(k) eingesetzt ist, die Koefficienten von
k'R ... weglasse, und nur das absolute Glied und das mit &

multiplicierte beibehalte. Ich kann dann, da alle Wurzeln z+ (k)
nach (7) Doppelwurzeln von (6) sind, statt 2 4 P(k) auch bloss
# einsetzen, und erhalte so: Es sollen:

©®) (Kosy® — LY) + [2hy,9 (k,ype™* —~ V) —2L,] b = 0O
dy
®) (-1) 7= =
(n +2) Wurzeln gemein haben. Nun wissen wir, dass fir alle

Waurzeln von (8) 42,4 — L = 0, und folglich haben auch fol-
gende Gleichungen »+2 Wurzeln gemein:

(10) — L, + 2, Yk, — V) b = 0
: T A
® @-1) E =
Multiplicieren wir (10) mit y und setzen wieder #;,,9' = L] ein
(11 ~2hLy + 2L (k" — V) h = 0
iy W _
®) -1 % =

Diese Gleichungen sind beide vom Grade (»+2); wenn sie
(» + 2) Wurzeln gemein haben, so ist dies nur moglich wenn:

(12)  —2hLy+ 2Lk, .~ V) h—C(e"—1) .g% =0
wo C von z, nicht aber von % unabhidngig ist. In (12) kommt
ein Glied mit 2" nur im ersten Term vor, und da (12) identisch
in z gilt, folgt

L=0

c d -
@) V=g C-D g



48,

V, muss eine Funktion nten Grades in # sein; der Koefficient
von £"** muss verschwinden; daher

2hLg Frpsy

(14) 0= S

Wir erhalten somit als Schlussresultat:

" 2—~1 d
(15) V, = k,m(z C— T d—Z)

Diese Formel gilt, da oben bei Aufstellung von (8) durch £,,,
dividiert wurde, nur fiir %, & 0. Die erhaltene Formel (15)
ist nicht identisch mit der Ann#herungsfunktion fiir %, ,2"**. Die
Anniherungsfunktion einer Summe ist nicht identisch mit der
Summe der Anndherungsfunktionen.

Bestimmung der héheren Koefficienten von V.

Wir erweitern die vorige Methode, sodass sie gestattet, die
hheren Koefficienten von

V="V, +hV,+BV,+ ...

zu berechnen, sobald die niedrigeren, die aber nicht 0 sein diirferi,
bekannt sind. Diese Methode wird also auch bei %,,, = 0 wenn
kuio ¥ O zum Ziel fiihren.

Es seien V, V, - .. V,_, gefunden, und wir wollen die fol-
genden Koefficienten bis V,_, berechnen. Wir fiihren folgende
Abkiirzungen ein :

V,*ThV, + .. .+ =TV, ,
@™ + Bl ™+ o B BT -V, =y,
V,+wV +0V, ,+. . . FEV,, = V°
b+ bl B WY = @0
Frnsgsi? P+ W™+ = g,

Dlle1 fir V charakteristischen Gleichungen lauten alsdann: Es
sollen

[y, + Rg® + W, — KV~ WV P L = 0
(s'—1) = d [y, + h‘ O+ Wi, — —KVO—IT) =
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% 4 2 Wurzeln zwischen —1 ... + 1 gemeinsam haben. Wir
sehen jetzt wieder, dass die mit A* multiplicierten Terme keinen
Einfluss auf das von uns gesuchte 7, das die mittleren Potenzen
von ¥, von V, bis V,,_, umfasst, haben konnen. Denken wir uns
nimlich eine Wurzel der zweiten Gleichung nach Potenzen von
h entwickelt, was ja moglich ist, weil diese Gleichung fiir 4 = 0

in (&—1) % = 0 iibergeht, ein Verzweigungspunkt also nicht

vorliegen kann, so kionnen die Koefficienten von %* auch erst auf
die 2/ten Potenzen dieser Wurzelentwickelung einwirken, wih-
rend die niedrigeren Potenzen mit denen der Wurzeln von

(32__1) _dd_z (yg+ qu)a)__hl‘V(l)) — O

iibereinstimmen. Die Wurzeln der zweiten Gleichung in die erste
eingesetzt miissen diese identisch in % befriedigen; wir kionnen
also die Potenzen A" ... weglassen. Dies ergiebt, dass auch die
beiden folgenden Gleichungen # -+ 2 Wurzeln zwischen —1 und
+1 gemein haben miissen :

¥+ 2y, (9" — VO W—L[:—2KL L® = 0

(16) 2 d (/) 1 (0)
@=1) o (9, + Bg°—KV?) = 0

wo aber, was wir durch unsere Zeichen nicht genau ausdriicken
kionnen, in der ersten Gleichung die noch darin enthaltenen Po-
tenzen %*... wegzulassen sind. Wir werden jedoch sehen, dass
es hierauf nicht ankommt.

Wir gehen in der Vereinfachung noch weiter, indem wir die
zweite Gleichung (16) durch eine Gleichung

17 (F—1) W =0

ersetzen, die folgendermassen definiert ist: Die Wurzeln der
zweiten Gleichung (16) sollen, soweit sie fiir 2 = 0 endlich blei-
ben, nach Potenzen von % entwickelt, in den ersten / Potenzen
(¥ aunsschliesslich) mit den Wurzeln von (17) iibereinstimmen.
(17) soll keine andern Wurzeln hdben als diese.

Es ist zuniichst zu zeigen, wie ganz allgemein eine solche
Funktion W zu finden ist. Es sei etwa die Gleichung

w+h =0
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gegeben, wo u und v ganze rationale Funktionen von #, « von %
unabhiingig und v eine ganze rationale Funktion von A ist. Der
Grad in z von v sei hoher als der von u, sodass fiir » = 0 min-
destens eine Wurzel von %+ hv = O unendlich wird. ¥ = 0
habe keine Doppelwurzeln. Es ist die Aufgabe, eine Gleichung
zu suchen, deren Wurzeln sich von denen von % + Av = 0 nur
um Potenzen &A™, k™' ... unterscheiden, und deren Grad in =z
nicht hoher ist als der von w.

Bei der vorausgesetzten Abwesenheit von Doppelwurzeln ist
diese Bedingung mit der folgenden identisch: Die fiir A = 0
endlich bleibenden Wurzeln von # + Av = O sollen, in die linke
Seite der gesuchten Gleichung eingesetzt, eine Potenzentwicke-
lung erst mit dem mten Glied beginnen lassen.

. Die Wurzeln von # + v = 0 lassen in

“ @

eingesetzt, die von % unabhingigen Glieder verschwinden. Fiir
m=1 ist u = 0 die gesuchte Gleichung; ist m > 1, so
dividiere ich v durch u

v = qu + R.

R ist sicher nicht von hoherem Grade als w. Die Wurzeln von
u + hv = 0 lassen nun, in

u+ hR @

eingesetzt, das absolute und das % proportionale Glied verschwin-
den; denn u + R ist gleich

u + hv— hqu.

Da u+ AR von nicht htherem Gradé ist als #, so ist es fiir
m = 2 die verlangte Funktion. Fiir m > 2 dividiere ich v
darch w+ kR

v = ¢q,(u+ hR)+ R,
und setze die Wurzeln von «+hv = 0 in

%+ hR, (I

ein, worauf auch die quadratischen Glieder von A verschwinden,
da w + AR, gleich ist

% + hv—hq, (w + hR).
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Der Rest der Division von » durch (III) liefert uns (IV), und es
ist ersichtlich, dass wir nach (m—1) Divisionen eine Funktion

v+ hR__,

erhalten, die den verlangten Bedingungen geniigt.

Denken wir uns nun aus der zweiten der Gleichungen (16)
W bestimmt und beachten wir, dass die zweite Gleichung aus-
driickt, dass die in Frage kommenden Wurzeln Doppelwurzeln
der ersten Gleichung sind, so kommen wir zu dem Satz: Die
Wurzeln von

(17) (@=1) W=0
ergeben, in die erste der Gleichungen (16)
?/; + 2% (q)“’ - V(l)) W — L;— op Ly o

eingesetzt, eine Potenzreihe von %, die mit A" beginnt. Multi-
plicieren wir mit g, :
(18) Y- L)y, +2y,(9" — V)i — 2y WL L® .
Aus (16) ersehen wir, dass fir die Wurzeln der zweiten Glei-
chung (16) und daher auch fiir die Wurzeln von (17) die beiden
Potenzreihen

p und ¥

sich nur um Glieder !ter Ordnung unterscheiden, wodurch also in
(18) sich nur Glieder 2/ter Ordnung &ndern, wenn wir Ay} durch
WL, ersetzen. Wir erhalten: Fiir die Wurzeln von

F-1H)WwW=0
(y'—LY)y, + 2L (¢ — V°) h' =2y JL, L

darf

oder, da wir durch L] dividieren diirfen, da dies fiir » = 0
nicht verschwindet,

L I
(19) vou+ Ly, i g Yol 7 2y,

erst mit A" beginnen. Dividieren wir (19) durch (¢’—1) W -
19) = ¢(#'-1) W+R,
8o darf der Rest R gleichfalld erst mit dem Gliede %" beginnen;
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denn fiir alle Wurzeln von (¢*—1) W = O miissen die niedri-
geren Potenzen von % in R verschwinden, d. h., da der Grad in #
von (¢*—1) W hioher ist als der von R, sie miissen identisch in.
2 verschwinden. Fiihren wir die Division aus und bezeichnen den
Rest der Division von

Y,k durch (¢’—1) W mit R,
2

2 _L
9"k + y’2L2' Yy » » By
)

so haben wir das Résultat, dass

L(l)
(O X]

[

R,—R,

erst mit dem Gliede %* beginnen darf. Dividieren wir

R,  .durch R

0
R, = ¢,R,+7,

so wird nichts gedndert, und wir haben:

o

@0) voR—r— R0 - ) = B0,

9

Nun vergleichen wir die Grade in 2z: (¢*—1) W ist vom Grade
n + 2, folglich sind die Reste B, und R, hochstens vom Grade
#+1 und » hochstens vom Grade 7.

Wir wollen zeigen, dass R, wirklich vom Grade (» + 1) ist.
Dividieren wir nédmlich y, durch (¢*—1) W, so ergiebt dies fiir
h = 0 die Division

vy dmch (1) 2o
Da hierbei der Dividend vom Grade #+ 1, der Divisor vom
Grade (n+2) ist, so ist y der Rest der Division. R, hat also
folgende Forim:
R, = Ry +P@E")

d. h. R, hat ein mit b’ multipliciertes Glied **. Hieraus folgt,
dass (20) nur richtig sein kann, wenn

e - Egm,
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und dann folgt aus (20)
(22) VOR® = r+ P(rY).

Da nun
Vo= Vz+ kVt+1+ O o hl_lvn—l

keine hghern Potenzen von % als 2", die linke Seite von (22) also
keine hoheren Potenzen von % als A" enthdlt, so ist durch (22)
V® vollkommen bestimmt, indem wir in der Potenzreihe r bloss
die hoheren Potenzen von /* an wegzulassen brauchen, um V®A'
zu finden. Man sieht auch leicht, dass, wie wir dies verlangen
miissen, r mit dem Gliede %' beginnt. Denn dies ist sowohl bei
R, als bei R, also auch bei dem Reste ihrer Division, bei #
der Fall,

Die Gleichung (21), die wir auch, da L, ein von % freies
Glied enthilt

L® = g,L, + B(#)

schreiben konnen, liefert uns L®.

Damit ist unsere Aufgabe, einkonvergentes
Verfahren zur Aufstellung der Anniherungs-
funktion einer beliebigen analytischen Funk-
tion anzugeben, geldst. Die Losung geschieht
durch eine Kette von Divisionen. Vom Iten zum 2/ten
Grad der Anndherung gelangt man, indem man zundichst die
Funktion W bildet, wozu nach unserm S. 45—46 angegebenen
Verfahren (I—1) Divisionen erforderlich sind. Zwei weitere Di-
visionen liefern R, und R,, und schliesslich liefert die Division
von R, durch R, den Rest », der die gesuchten Potenzen der An-
niherungsfunktion, und den Quotienten g, der die entsprechenden
Potenzen der Abweichung bestimmt.

Nach diesem Verfahren kann auch die Annéhe-
rungsfanktion einer beliebigen nichtanalytischen
Funktion ¢(z) bestimmt werden. Denn nach § 6 des vo-
rigen Kapitels erhalten wir mit beliebiger Genauigkeit die Anni-
herungsfunktion von ¢(z), wenn wir die Anndherungsfunktion
einer im ganzen Intervall hinreichend wenig von ¢(z) verschie-
denen Funktion berechnen. Wir ersetzen also ¢(x) zunéchst durch
eine analytische Funktion, was mit jeder beliebigen Genauigkeit
geschehen kann, und wenden auf diese unsern Algorithmus an.
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Kapitel II. Rand- und Nebenbedingungen.
§ 1. Eine Randbedingung.

Es sei gefordert:
Eine ganze rationale Funktion

(@) = p & +p, 2"+ -+ px+p,

zu finden, die an zwei gegebenen Intervallgrenzen gleich einer
gegebenen eindeutigen Funktion @(x) wird, und deren Abweichung
von @(z) ein Minimum ist.

Existenzbeweis: Es sei L, die Abweichung einer belie-
bigen ganzen rationalen Funktion nten Grades, die der Randbe-
dingung geniigt. Es kommen fiir das Minimum also nur solche
Funktionen in Frage, deren Abweichung kleiner oder gleich L,
ist. Sehen wir von der Randbedingung ab, so erfiillen diese nach
unserm algebraischen Hilfssatz S. 7 ein endliches (# + 1)-dimen-
gionales Prisma. Aus diesem wird durch die Randbedingung ein
(n —1) -dimensionaler Bereich herausgeschnitten; denn wenn etwa
Puboy « - - P, gegeben sind, so folgen durch die Randbedingung p,
und p, stets eindeutig. In diesem endlichen (n—1)-dimensionalen
Bereich folgt aber die Existenz des Minimums nach dem Weier-
strassschen Satz,

Wir nebmen p.p,,...p, als frei verdnderlich, p, und p,
als abhéingig an und haben, wenn z, ...z, das gegebene Inter-
vall, g(z) = a o(z,) = b

p,,x':+pn_1:c;"" +- +pnx: +.pxx1 +po =a

Dully + Dy i@y A+ A DT A P E P, = b
oder:
Py F Py = G— P — P B — - — Py
P+ Py = b—pay— P2 — =Py
Py = CPut Dyt o+ Dy Y
Py =GP+ Ol + - -+ G0+ Y
wobei
¢, = —% ¢, =—(al0,—a"7)

4



ot =t
= — Cat
Xy~ %y

i
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Ty —%

o o =—(aiz,—aiz)

6 = —

_ a—b "
y = ———-xl—x—, y = aa:,-—bxl.
Wir sehen also: Die Form einer ganzen rationalen Funktion
nten Grades, deren Willkiirlichkeit nur dadurch beschriinkt ist,

dass gu(®,) = a, gu(z,) = b, ist diese:

yn(x) ==p”$” +pn—1xpl+ oo +p,&7’+ (cnpn+ cw—lpn—l+ et capn+ }’)$
Rl A LA T B
="t ¢,z te)p,+ (@ o,z +c )P, + -+ (@@t c)p,+yaty'

wo PP, ,--.p, noch willkiirlich sind.
Auf g,(z)—@(x) wenden wir wieder unsern allgemeinen Satz
S. 14 an. Die Bedingung (1) S. 12 besagt nun, wenn wir

(@ t+ext )+ (@ te,_ztel A, + (@ + ezt )i,

mit h(z) bezeichnen:

Es soll unméglich sein, durch irgend ein System 24,4._,...4,
zu erreichen, dass A(z) an » zwischen #, und =2, liegenden
Punkten die Werte s,s,...s, annimmt.

k(z) hat dieselbe Form wie g,(x), nur dass fiir A(z) y=1¢ =0
zu setzen ist, was dann und nur dann erreicht wird, wenn fiir
h(z) ¢« = b = 0. h(z) ist also eine Funktion nten Grades, deren
Willkiirlichkeit nur dadurch beschrinkt ist, dass z, und #, Waur-
zeln sind. Den Gleichungen (1) S. 12 kann stets dann geniigt
werden, wenn §,8,...8, (n—2) oder weniger Zeichenwechsel
enthalten. Es sind mindestens (n—1) Zeichenwechsel dazu er-
forderlich, dass die Gleichungen unauflésbar sind.

Eine notwendige Bedingung fiir die Funktlon
kleinster Abweichung unter der gegebenen Rand-
bedingung ist die, dass die Abweichung mindestens
nmalin abwechselndem Sinn angenommen wird.

Der Beweis, dass diese Bedingung eindeutig und hinreichend
ist, gestalte‘lf sich dem oben 8. 16—17 gefiihrten ganz analog.
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Die Abweichung der gefundenen Funktion g, (z) von ()
sei L. Wenn wir nun nachweisen konnen, dass

| 9.(2) —9(@) |,

nachdem es fiir die Intervallgrenzen O war, ausserhalb wieder
den Werth L annehmen muss, und zwar in dem Sinn, dass wir
hierdarch mit den im Intervall gelegenen Werten zusammen (» +1)
Zeichenwechsel erhalten, so ist in dem so erweiterten Intervall
g9,(r) mit der ohne Randbedingung aufgestellten Anniherungs-
funktion identisch, und es ist also dann die Hinzunahme
der Randbedingung mit einer Erweiterung des In-
tervalls gleichbedeutend. Dies ist z. B. sicher der Fall,
wenn @) = z"*,

§ 2. Eine Nebenbedingung.

Die Anndherungsfunktion soll monoton sein,
d. h. in dem definierenden Intervall entweder nur wachsen, oder
nur abnehmen. Wir betrachten nur den einfachsten Fall, in dem
¢(x) eine Potenz ist. Es soll diejenige von —1 bis +1 mono-
tone ganze rationale Funktion der Form

Fz) = 2"+ puy2" ! +pugz" 2+ ...+ px+ p,

gesucht werden, die zwischen —1 und +1 die Null moglichst
gut anndhert.

Existenzbeweis: Wir fassen wieder die Abweichung
L als Funktion der Koefficienten p,p, ...p., auf, und es han-
delt sich darum nachzuweisen, dass diese Funktion ein Minimum
hat. Wir grenzen in dem #-dimensionalen Raum der p ein Ge-
biet G so ab, dass ausserhalb G L so gross ist, dass wir uns
fiir die Entscheidung der Frage ob L ein Minimum hat, auf G
beschrinken konnen. Ausserhalb G konnen auch noch Minima
oder untere Grenzen liegen, wir beschrinken uns aber auf das
kleinste Minimum, bezw. die kleinste untere Grenze von L, die
in G liegen muss.

Jeder Punkt von G reprisentiert eine Funktion der ver-
langten Form, aber diese Funktionen geniigen nicht alle der Be-
dingung der Monotonitit. Denken wir uns von den darch Punkte
innerhalb G repriisentierten Funktionen die monotonen gesondert
betrachtet, so werden die sie repriisentierenden Punkte ein Ge-

. 4%
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biet G, erfiillen, das einen Teil von G ausmacht. Es handelt sich
um die Existenz eines Minimums von L in G, Es lidsst sich
wieder der Weierstrasssche Satz von der Existenz eines Minimums
einer stetigen Funktion im endlichen Gebiet anwenden, sobald
wir wissen, dass die Grenzen des Gebietes G, zu diesem ge-
rechnet werden diirfen.

Wir haben also zu entscheiden, ob die Grenzen von @, zu
G, gerechnet werden diirfen oder nicht. Was bedeuten die Gren-
zen von (,? Jeder auf einer solchen Grenze liegende Punkt
scheidet Funktionen, die im Intervall —1 ...+ 1 monoton sind,
von nichtmonotonen Funktionen. Auf welche Weise kinnen nun
nichtmonotone Funktionen in monotone iibergehen? Nichtmonotone
Funktionen sind solche, deren Ableitung im betrachteten Inter-
vall Wurzeln von ungerader Vielfachheit hat. Wenn eine Funk-
tion diese Eigenschaft durch stetige Verdnderung der Koeffi-
cienten und also auch der Wurzeln der Ableitung verlieren soll,
so ist dies offenbar nur entweder dadurch moglich, dass eine
Wurzel aus dem betrachteten Intervall herausriickt im Grenzfall
also in die Grenzen —1 wund -+1 hineinfillt, oder dadurch, dass
zweli Waurzeln ungerader Vielfachheit zusammenfallen und eine
Waurzel gerader Vielfachheit bilden. Die Grenzen von G, repri-
sentieren also Funktionen, deren Ableitungen Wurzeln von ge-
rader Vielfachheit oder Wurzeln in den Grenzen —1 und +1
haben. Dies stort aber den monotonen Charakter der Funktion
im Intervall —1...+1 nicht, d. h. wir diirfen die Grenzen von
G, zu G, rechnen. Die Existenz des Minimums ist damit bewie-
sen. Wir werden sehen, dass das Minimom in der That auf
diesen Grenzen liegt, und zwar gerade da, wo sich moglichst viele
Begrenzungsflichen von G, schneiden.

Reduktion der Aufgabe. Schreiben wir die gesuchte
Funktion in der Form:

Fo) =/ :F'(x)dx+ c,

so ergiebt sich leicht die Konstante C; es muss ndmlich

F(-1) = - F(+1), A
da sonst, wie man unmittelbar sieht, die Abweichung, die hier
nur an den Intervallgrenzen angenommen werden kann, durch

Addition einer Konstanten verkleinert werden konnte. Dies
liefert :

J :lF(w)dw +0=-f 1+1F(w)dx -0
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¢ = ~—§LT1F’(x)da;
Fz) = j; xl F(x)dz — % f:lF’(x)dx

die Abweichung L, absolut genommen, ist gleich F(1)
+1
L =13 f F(x)dz.
-1

Wenn nun F(z) die gesuchte monotone Funktion ist, so darf es
keine andere monotone Funktion F(x) von der Form:

F(.’,U) = x”-[—pn_l;p”—l-[-. P,

geben, fiir die

S ”:l F(2)dx

kleiner wire als

+1
f_  Floydz.

Mit diesem Satz konnen wir die Behauptung beweisen:

Die Wurzeln von F'(z) = 0 liegen alle im In-
tervall —1...+1. ‘

Die im Intervall liegenden Wurzeln von F'(z) = O liegen
entweder an den Grenzen oder sie sind von gerader Vielfachheit.
Die im Innern des Intervalls liegenden Wurzeln seien

und 21,24, ...21

m

A R )

'm?

seli der Grad ihrer Vielfachheit. 1 und —1 seien eine A- bezw.
A,-fache Wurzel von F’(x), wo A und 4, auch O sein konnen.
Daher ist
F'(z)
(=1 (@+1)*(x—a ) (—a)s. . . (—a,)"

eine ganze Funktion von x, die zwischen —1 und +1 nicht
verschwindet. Der absolut kleinste Betrag dieser Funktion im
Intervall —1...41 mit dem ihm zukommenden Vorzeichen sei
mit L, bezeichnet; jetzt ist

F'(2)
(=1 (z+ 1)k ... (2 — o)t

o
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eine Funktion, die ihr Zeichen von —1 bis -+ 1 nicht #ndert,
und die, da Minuend und Subtrahend von gleichem Vorzeichen
sind, absolut genommen stets kleiner ist als der Minuend allein.
Das gleiche gilt auch von der Funktion, die ich erhalte, wenn ich
mit dem Nenner multipliciere, also von der Funktion

F'(z) — Lxz—1)* . .. (x—ay)tn;
hieraus folgt, dass

+1
S Fl@)-La—1 @+ 1) .. . (o—an)finde
absolut genommen kleiner ist als

+
f IIF’(x)dx,

wobei
S F@)—Lfa=1)... @—a)id

eine monotone Funktion ist. Ist der Grad von
Lx—1)2(x+1)b ..,

kleiner als der von F'(z), so hat sich die Form von F'(z) durch
die Subtraktion nicht geéindert, und F(x) ist nicht die gesuchte
Funktion, da wir

Flr) = Fla)— Lz—1} @+ 1)% . . . (@—a,)tin

setzen konnen. Der Grad von F'(x) muss daher gleich dem von
(—=1)*(z+1)% ..., (x—am?» sein, und wir kionnen setzen

F@) = ne—1) @ + 1o @—a )1 . . . (51— o)t
= nz—1F @ 1)U,

wo ¢ und g, nur O oder 1 sein kinnen, da hohere Potenzen in U
hineingezogen werden. ¢+ ¢, ist gerade oder ungerade, je nach

dem vorgeschriebenen Grade » von F(z); ¢ = (1) bestimmt das

positive oder negative Vorzeichen von F'(x) d. h. den.wachsenden
oder abnehmenden Charakter von F(z) im Intervall —1... 41,
Daher sind ¢ und ¢, als gegeben zu betrachten. Der Grad u
n—1—g—e,

5 Unsere Aufgabe ist somit

von U ist w =
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reduziert auf die, dasPolynom U zu finden, fiir das

f_+1 A+ 2% (L—z) Udz

ein Minimum wird.
Lésung der Aufgabe: Die Auflosung geschieht durch

Funktionen
rrT .. T,

die mit den gewihnlichen Kugelfunktionen viel Aehnlichkeit haben
und in einem speziellen Fall in sie iibergehen. Wir definieren:

(5,0) = (14s+Y/1—2s245%)% (1—s+\1—2sz+s°)
7 V1—2sz+s®
Man sieht leicht, dass 7, eine ganze Funktion mten Grades von

z ist. Man kann nun zeigen, (vergl. Tchebychef: Ueber die den
Legendreschen Funktionen éhnlichen Funktionen) dass

= T+Ts+T,;s+ .-

1
J_, 9l gts) (L+a)s (L —aftda,
gleich ist

f ' g-ean (A—steye
27 0(1—2)0(1 —sts’) !

wo s und ¢ nur noch in der Verbindung s¢ vorkommen. Setzen
wir links unsere Funktionen 7 ein, so wird das Integral:

+1
f_1 (T4 T s+ Ts*+ - . ) (Tt T+ Tyt + - ) (L4 2 (1 —2)da.

Wenn dies Integral nur von st, nicht von s und ¢ einzeln abhéin-
gen soll, so folgt

f+1 T, Tn(l+zo(l—pde =0 fir =n f m
-1

Durch diese Integralgleichung ist das System
der FunktionenZ7 imWesentlichen (d. h. jede Fank-
tion bis auf einen konstanten Faktor) eindeutig
bestimmt.

Aus der Integralgleichung folgt fiir n > m

L7 + (1~ T(ATuor + BTy + ... HT)dz = 0

-1



56

wo A,B...H beliebige Konstanten sind. Da nun jede Funktion
(w—1)ten Grades durch AT, ,+ BT,—3...+ HT, dargestellt
werden kann, so hat 7, die Eigenschaft, mit jeder Funktion f,—

1
J A+ apd—affuy Tuds = 0

zu liefern. Nehmen wir an, 7, habe dieselbe Eigenschaft; der
hichste Koefficient von 7, und 7T, sei als gleich angenommen,
sodass T,—7T, vom Grade n—1. Die Integralelgenschaft kommt,
wenn T, und T, auch T,— T, zu, und wihlen wir f,_; = Ty— T},
so haben wir

1
S A+azpA—o(T—Tyde = 0.
Ist die Funktion 7, reell, so hat die Funktion unter dem Inte-
gralzeichen stets gleiches Vorzeichen, und es folgt 7, = T,
Wird von T, Reellitdt nicht vorausgesetzt, so kommt die Inte-
graleigenschaft dem reellen und immaginéren Teil einzeln zu, und
wir konnen den analogen Schluss ziehen.

Wir kehren jetzt zu der Aufgabe zuriick, die Funktion U
vom Grade # zu suchen, fiir die

f_:— 1(1 +a)e(1—2z) Udx

ein Minimum wird. Es ldsst sich U in der Form schreiben
U= 4AT,+ BT, +...HT,;

dividieren wir durch H: (H % 0)

U= HAT,+ BT, + -.-GT,., + T.). Es soll '

+1
j 1+ z)(l—2f4T,+ BT, +...GT,, + T,) = minim,,
wobel A,B...G zu bestimmen sind. Setzen wir nach der ge-

Wohnhchen Regel die Ableitungen nach diesen Parametern gleich
Null:

1
, jll A+ (1—2).2. (AT, + BT+ 4+GTur + T) Ty dz = 0

+1
j‘_l A+2)%(1—2R.2.(AT,+ BT+ +GTuy+ T)T,.dz = 0

S | (A2l —2)0.2. (AT, + BT A+ GLur+ L) Loy . dz =0,



87
Benutzen wir die Integralgleichung der T so folgt:
1
S  A+ae(-00.2.4.Tds = 0

f-:l(1+m)9°(1—-w)9.2. B.Tdw =0

Da wieder eine monotone Funktion unter dem Integralzeichen
steht, folgt

A=20 B=0...G=0.

Die Existenz des Minimums folgt aus unserm Existenzbeweis in
Verbindung mit der Eindeutigkeit der ganzen Entwicklung. Wir
sehen dies aber auch direkt, wenn wir das zweite Glied der
Taylorschen Entwicklung von

1
f+ (A + ) (1 —x)R (AT, + BT, + ... + T.)dx
-1

nach 4, B, C... untersuchen. Dies Glied ist eine quadratische
Form der Inkremente von A, B ..., die hier direkt in der Nor-
malform als Summe von Quadraten auftritt, da die gemischten

Terme, die mit - multipliciert sind, verschwinden. Die

al
0408 "
Koefficienten dieser quadratischen Form

T 1+ 2 (A —ap Tds

-1

+1
ST A+ 21—z Tdx
—1

haben offenbar alle gleiches Vorzeichen. Ein Minimum - Maximum
ist demnach ausgeschlossen.

Die gesuchte Funktion Uist bis auf einen kon-
stanten Faktor gleich 7, Da U als hochsten
Koefficienten die Einheit hat, so ist es hierdurch
eindeutig bestimmt.

Berechnung der Abweichung. Bezeichnen wir den
hichsten Koefficienten von T, mit K,, so ist

© " +1 "
= — 0f ] —, — — 0 1— %
o) = Ry (rae(i-ay Tao— [ Za(ta(i-oy T



B8
L=z f+1 1+ ) (1—2) Thd
_— e 0 (] — 2 dx.

Bei der numerischen Ausrechnung dieses Integrals wollen wir uns
auf Angabe der Resultate beschrinken. Aus dem oben Gesagten
folgt, dass

+1
f . 11—z (1 +z)* T3 dx
gleich ist dem Koefficienten von (st)* in der Entwicklung des
Integrals
L gmemet (1 gty
0 2 %(1—2)f(1l—ste)

das fiir die hier in Frage kommenden Werte von ¢ und g, sich
auswerten ldsst und fiir

1 1+ /st -
+o, =0 Io —
e Vet 2 T-yu
_ 1 1—Vst  log(1—st)
@ + Q = 2 3 [2(“)% log 1+v;t— - e ]
oete =1 L iog (1—s?) ergiebt.

2st
Die Reihenentwicklung liefert :

2 + st + 2(st) + - —2—&%_—1— (st)

1 2 3 s u+1 "
323 T 235 %t 347 't s rey @ury ¢

‘} + i‘“ + }(St)” + o %(«M)(St)“'

Also ist
+1
S | A+a)(—af Tido
gleich
2 .
WFT fir ¢+ =0
w1 eto =2

2w FH@u+FB8)

Sut+1 _ ” eteo =1
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K, ist der hochste Koefficient von T,; T\ ist der Koefficient von
8y in
(L+ s+ V1—2s2 + %% (1—s+ V1—sz + 5°)
Vi—2sz + s

K, ist also der von s unabhiingige Koefficient von (sz)*, wenn ich
diesen Quotienten als Funktion von sz und s auffasse, also der
Koefficient von «* in

1 + YI—at+
Vi—a )

Das allgemeine Glied einer Reihenentwicklung wird :

(135 ... @u—1)
132 ... u

135 ... Qu+1)(u+1)
9123...w+ ) +2

135 ...2u+1
[ 2123 ... u+1

e+eo =20

o+teo =2 K, =

e +eo =1

Nun ergiebt sich der Wert von L

o+eo, =0 (%35__—__”{:_-;2_):

rromt a3

e : (Fny),
weun wir = ﬁ__l:é'g:& benutzen.

Diese Werte gestalten sich besonders einfach
beiBenutzung der Wallisschen Formel fiir . In
allen Fillen ergiebt sich als untere Grenze der
Abweichung, der sie mit wachsendem » asympto-
tisch zustrebt, ‘

n—1
o %

Hieraus kinnen wir z B. schliessen: Betrigt die Differenz
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der Werte einer ganzen rationalen Funktion fiir —1 und +1

weniger als 2 - n;l =, so ist die Funktion nicht monoton, die

Ableitung hat in dem betrachteten Intervall eine Wurzel von un-
gerader Vielfachheit. (Vergl. Tchebychef: Sur les fonctions, qui
se différent le moins possible’ de zéro).

Kapitel IV. Von den konvexen Polyedern.

Aufgabe dieses Kapitels ist es, einen Satz zu beweisen, der
im folgenden gebraucht werden wird. Es seien

x(l) w(ﬁ) v xm)
unabhéngige reelle Variable; ein System von speziellen Werten
2P 2 .2

nenne ich einen Punkt. Es seien eine Anzahl Punkte p,, p,, »,...

und hiervon verschiedene Punkte p,, p,, p, . . . gegeben. Es
handelt sich darum, ob es moglich sei, eine lineare Funktion

a, 2" 4+ a,2® + . .. @, 2" + apy

anzugeben, die an allen Punkten p positive und an allen Punkten
p negative Werte annimmt. Unser Satz lautet nun:

Entweder ist es moglich eine solche lineare
Funktionanzugeben,

Oder man kann aus den gegebenen Punkten n42
Punkte vonder Art auswidhlen, dass schon sie al-
lein die Existenz einer solchen linearen Funk-
tionunmdglichmachen.

§1. Polyeder.

Aus %+ 1 Punkten, d. h. speziellen Wertsystemen der Va-
riabeln z* z®, .. 2™ konnen wir eine Determinante der Form
bilden :

zZ0 2 2® ... a1
P 2P 2y .. 2P 1

L]

.
o2 0, 0, L AL,
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Sie sei kurz mit dem Symbol
11,2,3 ... mn+1|
bezeichnet. Ein System von nPunkten
(1,2,3...%

d.h. die Matrix von #+1 Spalten und nZeilen sei
eine ,Wandung*, ein System von (r—1) Punkten

{1,2,3...n-1)

ein ,Rand® genannt. Die Anordnung der Elemente dieser
Symbole ist nur insoweit bestimmt, dass ich Symbole, die durch
eine gerade Zahl von Transpositionen ineinander iibergefiibrt wer-
den konnen, als identisch betrachten will.

Sind zwei Punkte ¢ und b gegeben,

z? ... 2™

a a @

und
(1) 1(2) (7))
P x® ...,

so spreche ich von der Linie (ab) und verstehe darunter die
Gesamtheit der Punkte, die (»—1) unabhingigen linearen Glei-
chungen

p(lt)xu) + p(lwx(e) + ...+ pl(“)x(") + p§n+l)

I

p;nx(l) + pf:)x(a) 4+ ...+ pgn)x(n) + p§n+l) = 0

paa® +pa® + .o+ p0 2™ 4 p(tD = 0

geniigen, wo diese Gleichungen nur der Bedingung unterworfen
sind, dass sie von & und b befriedigt werden. Man sieht, dass es
auf die Wahl der p ‘dabei nicht ankommt. Denn die #—1 Glei-
chungen definieren die Unbekannten als lineare Funktionen eines
Parameters ¢

w(l) — L(!!)t + L:)l)
w(ﬁ) — L(lﬁ)t + LE)Z)

2

I+ L,
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wo ¢ eine der Variabeln z oder eine lineare Funktion derselben
bedeuten kann. Nach Definition von ¢ bestimmen sich die L durch

w(l) —_— L:l)t(a) + Lgl)
xgl) — L(‘l)t(b) + Lgl)

unabhiingig von den Werten der p.

Man sieht nun sofort: Habe ich eine Wandung (1,2 ... »)
und einen Punkt p, der der Bedingung geniigt, auf einer gegebenen
Linie (ab) zu liegen, so ist die Determinante |1,2 ... #,p |
eine lineare Funktion des Parameters der Linie (ab). Hiervon
werden wir ofters Gebrauch zu machen haben.

Wenn #+1 Punkte 1,2,83...8+1 gegeben
sind, die

11,2,8...04+1]>0

geniigen, so nenne ich das System der Wan-
dungen

0L,2...0-1,n), (1) 1,2...0-1, n41)
L,2...0-20+1)...... 12 3...00+1)

ein Elementarpolyeder. Das System dieser Wan-
dungen hat die Eigenschaft, dass, wenn ich jede
Wandung mit einem Punkte p zur Bildung einer
Determinante zusammennehme, die Summe die-
ser Determinanten von der Wahl des Punktes p
unabhidngig ist.

@) lwp |+ |wp | +|wp]|+ ...= const,

wo p einen beliebigen Punkt bedeutet. Diese Summe ist nédmlich
gleich |1,2,3...#n+ 1|, sodass die Gleichung besteht :

1128 .0 +1 | +(=1) | 12...op | + (= 1)* | L2...0—1,n+1,p|
@) Foo+ (=123 .. n+lp|=0.

Fiir alle kleineren Werte von n sei die Gleichung bewiesen. Ich
nehme nun auf der linken Seite von (2) den Koefficienten einer
Variabeln, etwa den von 2. In |1,2 ... #n+ 1| kommt =™
nicht vor; in (-1)|1,2...2s,p| d h in
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) 2P .. a 1

I P O |

O 2@ ., 2?1

2V 2® ., zm 1

ist der Koefficient gleich:
xil) x?) .. x{n—-l) 1

aP o ... apd 1

o Z® ... 20D 1

welche Determinante wir mit | 1,2 ... n | bezeichnen wollen,
um anzudeuten, dass der Punkt 1 eine Koordinate, ndmlich z®
weniger enthilt als 1, also in einem niedriger dimensionalen Raume

liegt. Auf diese Weise bestimmt sich der Koefficient von z®:

[T2.. 0| +D) | 12...o—1, 0+l | +...(=1)* | 2,3...0+1 |

dies ist die linke Seite der Gleichung (2) fiir den niedriger dimen-

sionalen Raum; p hat hier den Wert # 4 1. Der Koefficient von
2™ in (2) verschwindet, und dasselbe kionnen wir von den andern
Variabeln nachweisen. Zur Betrachtung des absoluten Gliedes
setzen wir alle Variabeln in (2) gleich Null. Der zweite Term
von ) (—1)|1,2 ... np| hat dann den Wert

‘xg') PN | A RN
P 2P .. .oaP L P 2 ... af
1| . , = (-1)
2
zD 2® ., ., 2 1 a® 2@ ... ad |
0 0 0 1| i

Das erste Glied von (2) lautet:



1 2 :
w§> P ceozm o1

P a® ... 1

20, 29, . L,

Entwickeln wir nach den Elementen der letzten Spalte, so liefert
das letzte Element eine Determinante, die sich gegen die vorige
gerade weghebt, und ebenso heben sich die iibrigen Determinanten
der Entwicklung von |1, 2...#n+1| gegen die folgenden
Terme der linken Seite von (2). Da (2) fir » = 1 gilt, ist sie
hierdurch allgemein bewiesen.

Die Bildung der Elementarpolyeder aus = 4+ 1 Punkten kon-
nen wir folgendermassen vornehmen: Wir wollen die # Punkte
1,2 ... n als Wandung auffassen und mit w bezeichnen. %n—1
Punkte in solcher Anordnung, dass der nte Punkt,
hinter sie gesetzt, w ergiebt, wollen wir einen Rand
nennen, der in w enthalten ist, z. B.

{1,2...n—l}=r’

Dagegen n—1Punkte, die, wenn wir den nten Punkt
hinter sie setzen, —w ergeben, wollen wir mit
(—1) multiplicieren und alsdann einen Rand nen-
nen, der in w enthalten ist, z. B,

—{1,2...n—2,n}=r".

Wir konnen jetzt, wenn wir p statt (w+ 1) einsetzen, sagen:
Ein Elementarpolyeder wird gebildet von den
Wandungen

w und —(rp)
wo r alle Rinder von w durchlaufen muss, oder von
—w und  (rp)
je nachdem
|wp| >0 oder —]up|=>0.

Nehmen wir den ersten Fall an, es sei jetzt ¢ ein Punkt,
der —|wg|> 0 geniigt. Ich bilde das Elementarpolyeder
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—w, (rq), nehme das System dieser Wandungen mit dem friiheren
zusammen und lasse w gegen —w weg. Man sieht, dass dabei
die Gleichung (1) erhalten bleibt. Das neue System von Wan-
dungen nennen wir ein Polyeder. Allgemein verstehen
wir unter einem Polyeder ein System von Wan-
dungen, das gebildet wird aus den Wandungen
einer endlichen Anzahl von Elementarpolyedern
unter Weglassung gleicher und entgegenge-
setzter Wandungen. Ein in den Wandungen vorkommender
Punkt 1,2,3 ... heisse ein Eckpunkt.

Fiir die Polyeder gilt demnach Gleichung (1)
|wt |+ |wt |+ |wt]+ .. .= const.,

wo ¢ irgend einen Punkt bedeutet. Die linke Seite
heisse der Inhalt des Polyeders; man sieht, dass sich bei dem
Aufbau der Polyeder aus Elementarpolyedern der Inhalt additiv
zusammensetzt; danach haben alle Polyeder positiven Inhalt.

Injedem Polyeder kommt jeder Rand, der vor-
kommt, eine gerade Anzahl Male vor, und zwar
gleich oft in dem einen und dem entgegenge-
setzten Sinne. Man sieht zuniichst, dass dieser Satz fiir
Elementarpolyeder gilt; gilt er nun fiir irgend ein Polyeder, so
gilt er auch fiir jedes Polyeder, das aus dem ersten durch Zufii-
gung eines Elementarpolyeders entsteht, sowie fiir jedes das durch
Weglassung zweier gleichen und entgegengesetzten Wandungen
entsteht. Somit gilt er allgemein.

§ 2. Konvexe Polyeder.

Unter konvexen Polyedern verstehen wir Polyeder, die der
folgenden Bedingung geniigen:

Irgend eine Wandung w des Polyeders muss
mit jedem in ihr nicht enthaltenen Eckpunkt p
zusammengesetzt, eine nicht negative Deter-
minante ergeben.

|wp | = 0.
Unsere Elementarpolyeder mit den Wandungen w und —(rp) ge-
niigen der Bedingung, da | wp | > 0. Denn sei etwa a der nicht

in » vorkommende Punkt von w, so kann die Wandung — (p)
nur noch mit o zusammengesetzt werden, und es ist

—|rpa|> 0, da |rap | = |wp | >0,
5
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Wir fithren einen neuen Begriff ein: Wir wollen von
einem Punkte ¢ sagen, er liege ,innerhalb“ des

von den Wandungen w,w',w" ... gebildeten kon-
vexen Polyeders wenn
[wi|= 0 |wi) =0 [w"i|{=0...

Wennnicht immer das Ungleichheitszeichen, son-
dern ein oder mehrere Male das Gleichheitszei-
chen gilt, so wollen wir sagen, der Punkt liege
auf der Begrenzung des konvexen Polyeders.
Ebensowollenwirsagen erliege innerhalb

der Wandung w, wenn |wi|=0 und |wi|=0...
undaufder Begrenzungder Wandung w, wenn
auch ausser |wi|=0 nochGleichheitszeichen
gelten

Wir wollen zeigen, dass ein Punkt, der innerhalb der Wan-
dung w liegt, dies unabhingig davon thut, zu welchem Elementar-
polyeder w gehort. Es sei wp ein Elementarpolyeder, | up | > 0
und p’ irgend ein Punkt, der | wp' | > O geniigen soll. Der
Punkt i liege in Bezug auf wp innerhalb e, sodass | wi | = 0,
die iibrigen Determinanten positiv sind. Wir wollen zeigen, dass
er auch in Bezug auf das Elementarpolyeder wp’ innerhalb w
liegt. Sei —# ein in w enthaltener Rand, « der mnicht zu r ge-
horende Eckpunkt von w, w = — (ra), so ist (rp) eine von den
andern Wandungen des Polyeders wp; es sei also | ipi | > 0 und
es geniigt nachzuweisen, dass [ rp'i | > 0.

Wir verfolgen | rat |, wihrend der Punkt ¢ auf der Linie
(pp’) lduft. Den Grenzfall, wo diese lineare Funktion sich auf
eine Konstante reduziert, behandeln wir spiter, und wir bestim-
‘men p” durch | rap” |= 0, wo p" auf der geraden Linie (pp').
Da |rap| < O und |rap’ | < 0, so ist die Reihenfolge der p

pp'p  oder  p'ppt

“p” kann nicht zwischen p und p' liegen; denn eine lineare Funktion
kann nicht zwischen zwei negativen Werten verschwinden.
Wir wollen nun nachweisen:

"Wir haben:
L |rap”| =0 | rai | = 0.

Ich behaupte,” die beiden linearen Gleichungen
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[rat | = 0 und | i | = 0,
wo
t =1t @ 2®. .. 2™

irgend einen Punkt bedeutet, sind identisch. Sie mogen aufgelost
etwa lauten

LUz 4+ LOZ® 4 . . . L0z® 4+ LO = 0
und

LOz® 4+ T@2® 4 . ., Toz® 4+ TO = 0.

In keiner dieser Gleichungen sind alle Koefficienten Null. Denn
das wiirde bedeuten, dass alle % reihigen Determinanten der Matrix
ra bezw. ri verschwinden, was aber nicht der Fall ist, weil
|rap | < O und' |#ip| < 0. Die Gleichungen haben (n + 1)
Wurzeln gemein, ndmlich die (#—1) Punkte von » sowie a und i;

(LO— LZ0) g0 4 (LO—T®)z® + . . . + (LO—LO)

verschwindet also an = 4 1 Stellen. Die Determinante dieses
Systems von » 4+ 1 homogenen linearen Gleichungen mit (» + 1)
Unbekannten | rai | verschwindet zwar, es konnen aber nicht alle
Unterdeterminanten % ten Grades verschwinden, weil sonst nicht

[rap | < O sondern |rap | = 0
sein miisste.

Hieraus folgt, dass der Quotient zweier der Unbekannten
nicht unendlich sein kann, und setze ich, was erlaubt ist, eine der
Differenzen gleich 0, so verschwinden auch alle andern. Damit
ist die Identitdt der Gleichungen

|rat | =0  und | rti | = 0
nachgewiesen, und da | rap” | = 0, so folgt
| p"i | = O.
Wir werden vondem Schluss, dass aus
| rap” | =0  und |rai | = 0

entweder |7p"%| =0 oder das Verschwinden der
nreihigen Determinanten von ra folgt, noch
6fters Gebrauchmachen.

Da nun p” nicht zwischen p und p' liegen kann und

| rpi | >0,
so folgt
B*
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[rp'i | > O.

Ist, was wir eben ausschlossen, |raf| konstant, wenn sich ¢
auf (pp') bewegt, so behaupte ich, auch | »if | ist auf dieser Linie
konstant. Ist dies ndmlich nicht der Fall, so giebt es auf (pp')

einen Punkt p”, fiir den | 7ip” | = O, und ich beweise analog
wie oben, dass nun auch | rap” | = 0, was der Annahme, dass
| rat | auf (pp’) konstant sei, widerspricht,

Ist

|wp' | < O, wihrend |wp| > 0,

sodass sich p .. .2"...p" folgen, so ist zuniéichst [ 7p'i | < O.
Wir kehren aber fiir das Polyeder wp’ das Zeichen von w und
demnach auch von # um, sodass der Satz bestehen bleibt.

Ein Punkt i, der innerhalb der Wandung w
liegt, thut dies unabhdngig davon, in welchem
Elementarpolyeder w vorkommt.

Es stelle (ad) eine gerade Linie dar, und b liege im Innern
eines konvexen Polyeders. Ich behaupte: Wenn ich mit einem
variabeln Punkte ¢ auf der geraden Linie (ab) von a kommend
iiber b hinaus fortschreite, so komme ich an einen Punkt ¢, der
der Begrenzung des konvexen Polyeders angehort. Bilde ich
nimlich die Determinanten | wf |, |t |, |w"|... und lasse
¢t lings (ab) laufen, so konnen diese Determinanten, da ihre Summe
konstant bleiben muss, nicht alle wachsen; falls sie nicht alle
konstant bleiben — und dass dieses nicht der Fall sein kann,
werden wir gleich nachweisen — muss mindestens eine von ihnen
abnehmen. Da diese Determinante eine lineare Funktion von ¢
ist, so muss sie, whhrend ich mit ¢ auf (ab) fortschreite, einmal 0
und sodann negativ werden; sie bleibt dann negativ, soweit ich
auch iiber ¢ hinaus fortschreite. Da dasselbe auch gilt, wenn ich
von b nach a zu gehe, so erhalten wir sofort die Sitze:

1) Eine geradeLinie kann nur innerhalb eines
endlichen Stiickes innerhalb eines konvexen
Polyeders verlaufen.

2) Enthélt eine gerade Linie einen Punkt, der
dem Innern, aber nicht der Begrenzung eines kon-
vexen Polyeders angehdrt, so hat siemit der Be-
grenzung dieses Polyeders zwei und nur zwei
Punkte gemein. - f

3) Eine Gerade, die mit dem Innern eines kon-
vexen Polyeders zwei Punkte gemein hat, hat
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mitihm alle Punkte gemein, die aufihr zwischen
diesen beiden liegen.
Wir haben nun nachzuweisen, dass die Determinanten

lwt|, [wt], |weé|...

nicht alle konstant bleiben konnen, wenn sich ¢ auf einer geraden
Linie bewegt. Wir weisen dies zunéchst fiir ein Elementar-
polyeder mit den Eckpunkten 1,2,3 ... #%n,n+ 1 nach. Was
bedeutet es, wenn | 1,2, ... »,¢| von ¢ unabhingig ist, wenn ¢
sich auf einer geraden Linie bewegt? Die Gerade sei gegeben
durch:

20 = Lil)f, + Lal)

a® = L+ LY

g™ = LM + LM,

Es muss dann

) o N A 1

a0 2 - 1
4 =0
@& |

20 &® LW 1

IO+ IQ IOt +IY . . . Lpt+ LP 1

) a® .., a1
ad zp . ..2 1

20 2® ... 2 1
IpIp. .. Ip1

Dies ist eine homogene lineare Gleichung der L, und wir haben
gemiss den #-+1 Wandungen # + 1 solcher Gleichungen fiir die
nGrossen L, Nun ist in der hingeschriebenen Gleichung der
Koefficient von L{ gleich der dem Element x{}, zugeordneten Un-
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terdeterminante in |1,2,...2+1|, die wir mit X}, bezeichnen
wollen. Die Matrix der Gleichungen fiir die L, ist demnach

Xm Xo ., XM
Xp X ... (D)

1 2
XP, XA, .. X0,

Nun miissen entweder die L, oder alle % reihigen Determinanten
dieser Matrix verschwinden. Wire Letzteres der Fall, so miisste
auch die aus den Unterdeterminanten von |1, 2, 3...#nn+1]|
gebildete Determinante

XL X® ... X(m XD
2 1
XPXO .. X XetD

) Xe 1
X0, X¢ 41. co X X(nky

verschwinden; ' diese ist aber nach einem bekannten Determi-
nantensatz gleich (|1, 2,3 ... #n, %4+ 1), also sicher von O
verschieden. : :

Es konnen also nicht alle Determinanten
lwt], |w¢]| ... auf der geraden Linie konstant
bleibe n; Wegen der Bedingung (1) kann nicht eine allein
variabel sein, es sind also mindestens 2 Determinanten variabel.

Wir wollen diesen fiir Elementarpolyeder gefiihrten Beweis
auf allgemeine Polyeder ausdehnen. Wir haben dabei nur nach-
zuweisen, dass nicht alle Wandungen der Elementarpolyeder, die
variable Determinanten liefern, bei der Zusammensetzung wegge-
fallen sein konnen.  Es sei eine Linie gegeben, und wir nehmen
eine Wandung, die eine auf ihr nicht konstante Determinante
liefert. Da es, wie wir sahen, auf die Konstanten L, der Linie
nicht ankommt, sondern nur auf die L, ' “so konnen wir uns die
L, so bestimmt denken, dass die Linie die Wandung in ihrem
Innern schneidet  und demnach an der Schnittstelle in das Innere
eines Elementarpolyeders tritt; wir gehen nun auf ihr stets in
derselben Richtung weiter, sie muss an 1rgend einer Stelle aus
dem Elementarpolyeder wieder austreten, sagen!wir bei e, durch
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die Wandung w,; wenn die Wandung w, wegfallen soll, so muss
ein Elementarpolyeder mit der Wandung —w, existieren, und
in dieses tritt, da «, auch im Innern von —, liegt, die Linie
nun ein; sie muss auch aus diesem wieder austreten, etwa bei o,
durch w,; dann muss auch wieder —w, existieren, u.s. w. Da
wir auf der Linie stets in demselben Sinn fortschreiten, so kom-
men wir stets zu wirklich voneinander verschiedenen Elementar-
polyedern, und wir sehen, dass es bei einer endlichen Anzahl von
Elementarpolyedern keine gerade Linie geben kann, auf der die
Determinanten aller Wandungen konstant sind.

§ 3. Anordnung zu konvexen Polyedern.

Wir wollen zeigen, dass, wenn eine Anzahl
Punkte gegeben ist, die mindestens eine nicht-
verschwindende (#+1)reihige Determinante lie-
fern, man stets ein konvexes Polyeder kon-
struieren kann, dessen Eckpunkte sdmtlich zu
diesen gegebenen Punkten gehoren, und in dessen
Innern alle gegebenen Punkte liegen.

Wir nehmen an, wir hiitten ein konvexes Polyeder kon-
struiert, dessen Eckpunkte sdmtlich zu den gegebenen Punkten
gehoren, und in dessen Innern sich moglicherweise noch gegebene
Punkte befinden. Wir wollen zeigen, wie dies Polyeder zu er-
weitern ist, falls noch Punkte sich ausserhalb befinden. Das

Polyeder habe die Wandungen w, w,w, ... und p sei ein
ausserhalb befindlicher Punkt., Es kinnen dann die Determi-
nanten |wp |, |wp |, |w,p|... weder alle positiv (einschliess-

lich der Null), noch alle negativ sein. Denn im ersten Fall lige
der Punkt p innerhalb, im zweiten hdtte das Polyeder einen ne-
gativen Inhalt (S. 65). Ich teile die Wandungen des Polyeders

ein in

wh, wh, wy . . . und w'!, w, wy . ..
sodass
|wyp| =0 |w,p| =0 lwip|=0...
|wip| <O jwip| < 0 | wip| < 0.

Die Wandungen w' ktnnen in das neu zu bildende konvexe Po-
lyeder mit heriiber genommenen werden, die Wandungen w” nicht.
Wir bilden demgemiiss die Elementarpolyeder — w”p, und ich be-
haupte, dass das neume Polyeder allen Bedingungen geniigt.
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Wir teilen zum Beweis die in dem urspriiﬁglicher Polyeder
vorkommenden Rénder in drei Arten.
Die Rénder

!
Ty Tiy Ta - o
sollen nur in den Wandungen

wy, w, W, . . .
Die Rinder

" " "
T R N
sollen nur in den Wandungen

" (X} X
w'!, wl, w! ...
Die Rénder

Ty Vg Ty o v

sollen sowohl in den Wandungen ' als auch in w” enthalten sein.

Hierbei haben wir der Kiirze halber ,Rand“ im absoluten
Sinn, ohne Riicksicht auf das Vorzeichen gebraucht. Wir denken
uns nun alle Rénder, die im Polyeder vorkommen, hingeschrieben,
und zwar jeden so oft als er vorkommt, unter Beachtung des ihm
zukommenden Zeichens. Teilen wir die Rédnder in die drei Arten
ein, so ist klar, dass auch innerhalb jeder dieser Arten jeder
Rand gleich oft mit dem einen und dem entgegengesetzten Zeichen
vorkommen muss (S. 6b). Fiir die Richtigkeit unserer Schluss-
folgerungen ist es dabei belanglos, ob von jeder Art Riénder exi-
stieren oder nicht.

Bilden wir nun sé@mtliche Elementarpolyeder

— w”p )
wobei ja — | w’p | > 0, so haben diese die Wandungen
—w” und  (ep),

wenn ¢ irgend ein Rand von w” ist. Die ¢ zerfallen in # und 77,
und zwar sind in den ¢ sdmtliche +”, nicht aber sémtliche » ent-
halten; denn die » kommen, sofern sie Ridnder der »' sind, in
den ¢ nicht vor. Danach heben sich wohl die Wandungen ('),
nicht aber alle Wandungen (rp) gegeneinander auf. w” hebt sich
gegen —w” und unser neues Polyeder hat nur Wandungen

’

w and  (rp).

Es ist nun nur noch zu zeigen, dass die Wandungen (rp) mit
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jedem der Eckpunkte des alten Polyeders zusammengesetzt, eine
positive Determinante ergeben. Zu diesem Zweck verbinde ich p
mit irgend einem Punkte a, der auf dem Rande » liegt, d. h.
|w'a|=0 und |w"a|= 0 geniigt, und zu der Begrenzung
des urspriinglichen Polyeders gehort, durch eine Gerade (pa).
Schliessen wir dabei den Grenzfall, dass in |w'p | = 0 das
Gleichheitszeichen gelten soll, zuniéichst aus.

Es ist nun die Determinante | #"¢ |, wo ¢ einen Punkt der
Geraden (pa) bedeutet, fiir ¢ = a gleich Null, und fiir ¢ = p
negativ; sie bleibt also negativ, soweit ich mich auch von a in
der Richtung nach p oder iiber p hinaus entferne. Dagegen ist
|w't| fiir £ = p positiv, fiir ¢ = a Null, und demnach negativ
fiir alle Punkte von (pa), die von p aus gesehen, jenseits a lie-
gen. Demnach ist fiir alle Punkte der Geraden ausser a eine der
Determinanten des urspriinglichen Polyeders negativ; wir konnen
also sagen, die Gerade (pa) hat mit dem urspriinglichen Polyeder
keinen Punkt ausser @ gemeinsam. Ist a irgend eine gemeinsame
Losung von | w't | = 0 und | w"¢ | = 0, ohne zu der Begrenzung
des urspriinglichen Polyeders zu gehioren, so hat die Gerade (pa)
mit dem Innern des Polyeders iiberhaupt keinen Punkt gemeinsam.

Ich behaupte nun | rpt | verschwindet fiir keinen Innenpunkt
des Polyeders, abgesehen von den auf dem Rand r liegenden
Punkten. Nehmen wir also an, es bestdnde die Gleichung

|*pi | = 0, wo i einen Innenpunkt bedeutet. Wir legen eine
Gerade durch die Punkte p und ¢ durch (»—1) lineare Glei-
chungen. Als eine dieser Gleichungen konnen wir | 7pf| = 0

wihlen, die iibrigen Gleichungen seien
=0 f&=0...7.6=0

Wir schreiben diese Gleichungen zusammen mit | w't | = 0. Es
sei w'= (r1l), so haben wir das System:

|#1t]| =0
|rpt| =0

ity =0
fudt) = 0.

Die Losung dieses Systems von n Gleichungen mit # Unbekannten
stellt den Schnittpunkt der Geraden (pé) mit | w'é | = O dar.
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Es sei nun D die Determinante dieser Gleichungen; ist D # O,
so haben die Gleichungen eine Lisung, etwa a, und es ist

|rpa|=0 und |rla|= 0.

Nun folgt nach unserm Beweis S. 67 aus diesen Gleichungen, dass
entweder | rpl | = O oder alle nreihigen Determinanten von ra
verschwinden. Da wir die erste Eventualitdt | mpl | = | w'p | =0
ausgeschlossen haben, so folgt, das Verschwinden der # reihigen
Determinanten von ra, und hieraus folgt | w’a | = 0. D. h. der
Punkt a geniigt | w'a | =0 und |w'a| = 0, er liegt auf dem
Rande 7.

(pé) ist dann eine gerade Linie, die von p zu einem Rand-
punkt @ geht, und einen Punkt 4 des Innern enthilt, was wir
aber als unmiglich nachgewiesen haben.

Wir haben D # 0 angenommen. KEs sei jetzt D = 0.
Wir beachten nun: Vom Punkt ¢ war nur | rpi | = O voraus-
gesetzt. Wir ziehen nun von ¢ eine Gerade zu einem beliebigen
Punkte von r, etwa b, und es sei i ein beliebiger Punkt der Ge-
raden (tb) zwischen ¢ und b; ¢ liegt dann im Innern des Polyeders,
und es ist auch | »pi' | = O, weil beide Eigenschaften von den
beiden Punkten, ¢ und & gelten. Wir konnen also in unserer Be-
trachtung ¢ statt ¢ benutzen. Wir lassen jetzt ' auf der Ge-
raden () wandern, dadurch werden alle » Koordinaten von ¢
lineare Funktionen eines Parameters ¢ Es kann aber D nicht
identisch in ¢ verschwinden, weil D fiir ¢ = b nicht verschwindet;
denn die Gerade (pb) hat mit | w'¢ | = O sicher einen und nur
einen Punkt ndmlich b gemeinsam ; d. h. die Gleichungen (3) haben
eine und nur eine Losung, und dann kann ihre Determinante nicht
verschwinden. Verschwindet aber D nicht identisch in ¢, so muss
es auch ausser ¢ = b noch Punkte ¢' geben, fiir die D F O.

Die Annahme | rpi| = O ist also unzuldssig: | »pt | kann
fiir keinen Punkt, der im Innern des urspriinglichen Polyeders
liegt, verschwinden. Wir haben aber noch die einschréinkende
Voraunssetzung, dass in | w’p | = 0 nicht das Gleichheitszeichen
gelte; nehmen wir also jetzt |w’p | = 0 an. |»1p| = 0. Dann
verschwindet | pt | fiir dieselben Punkte, fiir die | r1¢]| ver-
schwindet, und umgekehrt. Denn nach S. 67 bedingt von den
beiden Gleichungen

[#16]=0 und [rpt|=0

wegen |r1p | = 0 die eine die andere. Die = reihigen Deter-
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minanten von »p konnen nicht alle verschwinden, denn r kommt
noch in einer Wandung «” vor, und es miisste | #"p | = 0, wih-
rend | w"p | < O; auch die Determinanten von »1 d.h. von w'
konnen nicht verschwinden, wie sich aus der Betrachtung des
Elementarpolyeders, in dem w' vorkommt — und in mindestens

einem muss es vorkommen —, ergiebt.
| »pt | verschwindet also fiir keinen Punkt des Innern, wo
die zur Begrenzung gehtrenden Punkte, die | #'t | = O geniigen,

eventuell auszuschliessen sind. Hieraus folgt aber sofort, dass
| rpt | fiir alle Punkte im Innern dasselbe Vorzeichen haben muss.
Wir wissen nun, dass das Vorzeichen fiir einen Punkt positiv ist,
ndmlich fiir den letzten Eckpunkt des Elementarpolyeders, dem
die Wandung (rp) angehort.

Hiermit ist alles, was zu beweisen war, bewiesen; wir haben
aus einem gegebenen konvexen Polyeder ein neues konstruiert,
das einen Punkt p, der ausserbalb des urspriinglichen lag, als
Eckpunkt enthdlt und die Eckpunkte des friitheren entweder auch
als Eckpunkte, oder im Innern. Damit ist der Eingangs
dieses Paragraphen angekiindigte Satz bewiesen.

§4. Trennung zweier konvexer Polyeder.

Es seien P und P zwei konvexe Polyeder, die
der Bedingung geniigen, dass kein Punkt zugleich

im Innern von P und im Innern von P liegt. Ich be-
haupte dann:

Es giebt eine lineare Funktion
PUZD o pOg® 4L ™™ D,

die an allen im Innern von P liegenden Punkten po-

sitive, und an allen im Innern von P liegenden
Punkten negative Werte annimmt.

Es sei eine Funktion zweier Punkte

p = p(a®z® ... 2"
und .

E — E(E“),Em, . Zc—(n))
definiert durch

f =+ V (x“’—ﬂ")”+(x"’—.;;_‘”)’ 4+ @™ =),
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Wir suchen das Minimum von f unter der Bedingung, dass p
im Polyeder P und p im Polyeder P liege. Dieses Minimum
muss existieren und von O verschieden sein, weil nicht alle Qua-
drate verschwinden kinnen. Es werde etwa an den Punkten p*
und p* angenommen. Wir legen durch diese beiden Punkte eine
gerade Linie, d. h. wir stellen (»—1) Gleichungen auf, denen die
Koordinaten von p* und p* geniigen. Diese Gleichungen seien
die folgenden:

I
o

a:l) x(l)_,_ais) xﬂ)+ Vo + ai") x(”) + a:wﬂ)
a(’l) x(l) + a;ﬂ) x(!) + Ve + a(;') x(") + a(;+l) — 0

a® a®+ aP x®+ . ..+ a2 2" + ol = 0.
Zu diesen Gleichungen nehmen wir noch eine, die fiir p* und p*
nicht erfiillt ist:

a2 4 gBZ® 4 . L M™M= 0,
und unterwerfen die Koefficienten a den Bedingungen :

3 @y =1

fir alle ¢ und
:Zj: (ada) = 0
fir p # o

Man iiberzeugt sich leicht, dass dies stets auf unendliche viel-
fache Weise moglich ist, und es ist bekannt, dass alsdann auch

(a(v))l = 1

T
nMn

fiir alle » und

=
Il

.
(o) = 0

1M

3

fir » ¥ o',
Wir gehen jetzt zu folgendem Koordinatensystem iiber:
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a(ll)x(l) + a(la)x(a) + ..+ a,:n)x(n) + a(ln-l-l) —_ E‘
a‘,"x“’ + a(;)xm + ...+ a;”’x"" + a;"“’ — gz
aPz® + q®z® 4 ...+ a:n)x(u) + agm) —_ ;’;"'

Man sieht sofort, dass bei dieser Transformation die Form der
Funktion f erhalten bleibt, sodass

f = V @ — 7 4+ (@ =2 + - . . + (@ — Z)
= \/(Eu) _ gu)z + (Y — E?a))s + o - g(,,,),.
Es hat also auch

v (g(l)_?l))ﬂ + ( @ __ Eiz))s 4+ ... (g(ﬂ) — g’-))z,

wenn p in P und p in P liegen soll, bei p = p* und p = p*
ein Minimum. Die neuen Koordinaten von p* und p* sind alle
gleich Null mit Ausnahme von £®* und E™*. Es sei etwa

g™ > E™*  Ich behaupte: Kein Punkt im Innern von P kann
ein £ haben, das kleiner ist als £™, Nehmen wir an, dies sei
bei einem Punkte p** der Fall. Wir ziehen eine gerade Linie
von p* nach p**, und zwar denken wir uns die Koordinaten der
Punkte dieser Linie dargestellt durch einen Parameter ¢, der

()
zunimmt, wenn ich von p* nach p** gehe. Dann ist at fiir

dt
§" = 9% negativ. Ich hilde & hei festgehaltenem = p*
fir p = p*
df _ Eox g_(n)* dgm
A \gow _gowy db
Di “o o . dg™ .
Diese Grosse ist negativ, wenn i < 0. Da nun jeder Punkt

der Geraden von p* nach p** im Innern von P liegt, so wider-
spricht dies der Minimalbedingung der Punkte p* und p* Ebenso
weisen wir nach, dass kein Punkt von P ein grisseres E®

haben kann als E®* Nehmen wir daher eine Kon-
stante ¢ an, sodass

EW* = ¢ > Emk,
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so haben wir die verlangte lineare Funktion, die
fiir alle Punkte von P positiveund fiir alle Punkte

von P negative Werte annimmt, dargestellt in:
Em — ¢

= a®2® + @2 + . .. + a®x® 4 o™ _ ¢,

§ 5. Zerlegungin Elementarpolyeder.

Wir wollen den Satz beweisen: Wenn ein Punkt ¢ in
einem konvexen Polyeder P liegt, so kann man stets
ein Elementarpolyeder P, dessen Eckpunkte zu
den Eckpunkten von P gehdren, angeben, in dem
¢ liegt. -

Der Satz gelte bei niedriger dimensionalen Riumen fiir be-
wiesen. Fiir #n = 1 ist er trivial, da in diesem Fall jedes kon-
vexe Polyeder ein Elementarpolyeder ist.

Von einem Eckpunkt a von P ziehe ich eine gerade Linie
nach 4, die bei o« aus dem Innern von P austreten mége. Wenn
ich ein Elementarpolyeder angeben kann, das @ und « als In-
nenpunkte (wobei a speziell Eckpunkt sein moge, und nur Eck-
punkte von B als Eckpunkte enthilt, so ist der Satz bewiesen.

Der Punkt o muss mindestens einer Determinantengleichung

|wt] = 0 geniigen. Wir nehmen eine lineare Transformation
vor, die die Koordinaten 2%, 2®, 2% ... a® in §° E® ., . g®
tiberfithrt, und zwar sei

| w!t l — i- g(‘”)’

Die Substitutionsdeterminante sei positiv; es bleiben dann alle
Eigenschaften der Polyeder, da sich alle Determinanten nur mit
der Substitutionsdeterminante multiplicieren, in dem neuen Raum

erhalten.
Es konnen ausser w’ noch andere Wandungen von P De-

terminantengleichungen liefern, die mit £“ = O identisch sind.
Es seien dies .
w', w), wy .. .,

sodass in allen Eckpunkten dieser Wandungen die £™-Koordinate

verschwindet.
Dagegen sollen

 ant? anl! .
w,w,w; ...,
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hiervon verschiedene Determinantengleichungen liefern, sodass
keine dieser Wandungen nur Eckpunkte mit verschwindender £*-
Koordinate enthilt.

Es sei das Vorzeichen von |w't|= £ £ 50 bestimmt,
dass ein Eckpunkt von B, etwa b ein negatives &~ habe. Da
P konvex, muss | w'b | 0 d. h. wenn etwa w' = (1,2 ... %)

gi}) g?) .. g(ln—'l) O 1
g;l) g;%) L. g;u—l) 0 1

Vil
<o

EE B0

g;l) ;2) .. ggn—l) g;ﬂ)l

Vertauschen wir die letzten Spalten und beriicksichtigen, dass
g¥ < 0, so folgt

gil) 3(12) . g(lﬂ—l) 1

g(‘;) ;2) . E;n—l) 1

Vi
o)

gL

Das Gleichheitszeichen kann nicht gelten, weil sonst w' mit
jedem Punkt eine verschwindende Determinante liefern miisste.
Lassen wir die £ -Koordinate weg, was wir durch w,r. . .
statt w, » . . . ausdriicken wollen, so kann in dem (»—1)-di-
mensionalen Raum ' als Elementarpolyeder betrachtet werden.
Dasselbe gilt von w!w, ..., da ja alle mit 5 positive Determi-
nanten liefern miissen. Ebenso sehen wir, dass jeder Punkt von
P ein negatives oder verschwindendes £® haben muss; denn ein
Punkt mit positivem &® wiirde mit w' eine negative Determi-
nante liefern.

Wir teilen die Rénder der Wandungen w',w,w, ... in
zwei Teile:

Ty Py ¥y o o s mogen ausser in w', w), wy .
noch in Wandungen w” vorkommen,
ryriyri ... migen nur in  w,w,w ...

vorkommen, (Vergl, 8. 72).



Die Rénder
O R konnen in den Wandungen W, w,w, . ..
nicht mit demselben Vorzeichen vorkommen, wie in w',w! .. ..
Denn wire etwa
(rd) = w" (re) = w',
S0 miisste
Jwbd | =0 [we|= 0
|reb | = 0 | vbe | = 0

woraus | #bc | = O folgen wiirde, was aber nicht moglich ist,
weil sonst die Gleichungen

|78t ]| = O und |ret| =0

nach S. 67 identisch wiren. Denn alle nreihigen Determinanten-
von #b oder r¢ d.h. von #” und «' konnen nicht verschwinden.

Die Rénder »,r,r, ... mogen als r,r,r, ... in o', w,w, ...
und als —r,—r,—7, ... in ", w’/,w) ... enthalten sein.
Fassen wir w',w,w, ... als Elementarpolyeder, die
r? rl? 7} 7',, 7'1” T;7
als ihre Wandungen auf, so heben sich die +, 7}, 7! ... gegen-
seitig herams. (Vergl S. 72). Ich behaupte, die Wandungen
7,757, . . . Dbilden ein konvexes Polyeder. Sei ¢ ein nicht in r
vorkommender Eckpunkt, so ist |7¢|= 0 nachzuweisen. Es
sei etwa r = (1,2... n—1), so soll
—1)
£l
(¢5] (¢)] n-1)
3o S N |
' = 0.

OB E 1

g:x) giﬂ) .. g:n—l) 1

—r kommt in einer Wandung ", w ... vor, ‘und zwar etwa
als —(0); b muss dann ein negatives {™ haben. Da P kon-
vex ist, muss —|rbc| = 0; d. h. es muss. . .
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E(il) g(l 2) . Egﬂ—l) O 1
g‘al) E(:) e g(’ﬂ*i) 0 1

Al
°

R e
g?) gtﬂ) . g:ﬂ—l) 0 1

woraus nach Vertauschung der letzten Zeilen und Spalten unter
Beachtung von £ < 0 die obige Ungleichung folgt. Die #
bilden also ein konvexes Polyeder.

Der Punkt « muss innerhalb dieses konvexen Polyeders lie-
gen. Gibe es nimlich eine Wandung r, fiir die |re| < 0, so
ist analog wie oben zu sehen, dass lim # dimensionalen Raum die-
jenige Wandung w”, die —r enthilt, auch | w’e | < 0 liefern
miisste, d. h. es lige « mnicht in P.

In dem (»—1) dimensionalen Polyeder r, Ty . .. giebt
es nach Voraussetzung ein Elementarpolyeder, in dessen Innern «

liegt. Sind r,#, ... r,, seine Wandungen, 50 liegt, wie nun-
mehr leicht zu sehen, o auch innerhalb des # dimensionalen Ele-
mentarpolyeders mit den Wandungen

—(ra)’ _(rxa) s "'('rn—xa’)a

die (n + 1)te Wandung wird von den # Eckpunkten von
ryr, . .. 7, gebildet. Sie liefert, da alle £® = 0 fiir « eine
verschwindende Determinante.

Damit ist der angekiindigte Satz bewiesen Sind
nun P und EB zwei konvexe Polyeder, und tritt der
Fall des vorigen Paragraphen, dass es keinen ge-
meinsamen Innenpunkt geben moge, nicht ein, so
konnen wir zwei Elementarpolyeder P und P, wo
P nur Eckpunkte von B, P nur Eckpunkte von P
enthédlt, in solcher Weise angeben, dass auch P

und P einen gemeinsamen Innenpunkt haben

§ 6. Auswahl der (#+2) Punkte bei Unméglichkeit
der Trennung.

Unter einem Begrenzungselement eines konvexen Polyeders
verstehen wir die Gesamteinheit der Punkte p, bei denen -von
6
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den Bedingungen |wp |= 0, |wp | S 0, |w'p|=0... eine
bestimmte Anzahl Male das Gleichheitszeichen gilt. Ist das ge-
gebene konvexe Polyeder ein Elementarpolyeder, so unterscheiden
wir nach dieser Anzahl die Ordnung des Begrenzungselementes.
Es mogen die Punkte

1,2,8...0+1

ein Elementarpolyeder bilden. Es sei dann das Begrenzungs-

element
1€2...9

die Gesamtheit der Punkte, bei denen diejenigen Determinanten
verschwinden, in denen die Punkte 1,2 ... v alle vorkommen.
Dies sind, da wir unter den n+1—» nicht in (1,2... »)
enthaltenen Punkten jeden zur Bildung einer Determinante weg-
lassen kiomnen, #» + 1 —w» Gleichungen. Ist g die Ordnung eines
Begrenzungselementes und » die Anzahl seiner Eckpunkte, so
gilt
w = n+4 1— .
Verbinden wir zwei in einem Begrenzungselement liegende Punkte
durch eine Gerade, so ist klar, dass fiir dieses Begrenzungselement
dieselben Sitze gelten, die wir S. 68 fiir das ganze Polyeder ab-
leiteten. Lassen wir den Punkt ¢ auf dieser Geraden wandern,
so muss nach einem endlichen Stiick eine der noch positiven De-
terminanten des Elementarpolyeders verschwinden. Jede dieser
Determinanten enthdlt die iibrigen # 4+ 1—» Punkte und »—1
aus der Zahl der 1,2, ... v. Moge etwa die den Punkt » nicht
enthaltende verschwinden, so heisst dies, wir gelangen in das Be-
grenzungselement (u + 1)ter Ordnung (1,2,3...»-1). Wir
kénnen daher sagen: Ein Begrenzungselement nter Ordnung
wird von lauter Begrenzungselementen (u+ 1)ter Ordnung begrenzt.
Wir beweisen nun den Satz: Eine lineare Funktion

p(l)x(t) + p(ﬂ)wl + L. +p(")x(“) +p(n+l) ,

die an den Eckpunkten 1,2, ... v positiv ist, ist dies auch
iiberall im Innern des Begrenzungselementes. Wir betrachten
zuniichst die Begrenzungselemente mit 2 Eckpunkten

2 &3 GY...@-1).

Eine lineare Funktion, die bei 1 und 2 positiv ist, kann im Innern
von (1, 2) weder negativ noch O sein, weil lineare Funktionen
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kein Minimum haben. Wir gehen nun zu den Begrenzungsele-
menten der nédchst niedrigeren Ordnung d. h. zu

a, 2, 3) 10,2,4) 0. (=2 v—1, )

Es liege p im Innern von (1,2,3). Ich ziehe von 1 eine Linie
nach p. Diese muss nach dem, was wir eben sahen, ein Begren-
zungselement hoherer Ordnung schneiden, und daher sowohl an
dem Schnittpunkt als auch bei 1 positiv sein, sie kann demnach
bei p, das zwischen 1 und dem Schnittpunkt liegt, nicht anders
als gleichfalls positiv sein. Und in dieser Weise fahren wir fort.

Es seien nun P und P zwei Elementar- Polyeder, und wir
wollen annehmen, es gibe einen Punkt 4, der sowohl im Innern

von P als auch im Innern von P liege. Ich behaupte, es
lassen sich vonden Eckpunkten von P und P n+2)

von der Art auslesen, dass es unmoglich ist, eine
lineare Funktion

PO A pPg® L p(mx(n) + poo

anzugeben, die bei denjenigen der ausgewédhlten
Punkte, die Eckpunkte von P sind, positiv, und bei
denjenigen, die Eckpunkte von P sind, negativ ist.

Wir ziehen durch ¢ irgend eine Gerade und verfolgen sie von
i aus in einer beliebigen Richtung. Die Gerade kann nicht immer
im Innern der beiden Polyeder verlaufen. Sie mége etwa aus P
zuerst austreten und zwar bei dem Punkte ¢'; ¢ liegt dann auf
einem Begrenzungselement erster Ordnung. Zu der Gleichung
dieses = Begrenzungselementes nehmen wir noch n—2 beliebige
Gleichungen, die durch ¢’ befriedigt werden, hinzu und erhalten
hierdurch eine Gerade. Verfolgen wir wieder diese von i’ an,
so sei ¢ der erste Punkt, bei dem sie aus einem der Polyeder
austritt. ¢" kann entweder auf einem Begrenzungselement zweiter
Ordnung von P oder auf einem Begrenzungselement erster Ord-
nung von P liegen. Jedenfalls geniigt ' zwei Gleichungen, zu
denen wir nun noch (#—3) hinzunehmen, um so wieder eine Ge-
rade zu bilden und zu einem Punkt ¢ zu gelangen. Das Wei-
tergehen auf einer Geraden ist erst dann unmdglich, wenn der
Punkt = Gleichungen geniigt.

Wir konnen also einen Punkt i* bestimmen, der auf zwei

Begrenzungselementen der Ordnung u und p liegt, wo

ptp=n
6*



und da
p=n+1l—v» _y—= n+1—;,

so ist nt+l—vtntl—v=n
vy = n+2

Eine lineare Funktion, die an diesen vPunkten

positiv und an diesen v negativ wire, miisste bei
¢* zugleich positiv und negativ sein, sie kann also
nicht existieren.

‘Wir haben bisher stets vorausgesetzt, dass sich sowohl unter
den gegebenen Punkten p,, p,, p, ... als auch unter J}l,i,fps -
(n+1) finden migen, die eine nichtverschwindende (»+1) rei-
hige Determinante liefern. Dies braucht aber nicht immer der
Fall zu sein. Es konnen etwa alle (v + 1) reihigen und hheren
Determinanten der p verschwinden. Wir nehmen dann eine
Koordinaten - Transformation vor und ordnen die Punkte p in
dem -» dimensionalen Raum zu einem convexen Polyeder. Dieses
ergdnzen wir nach der Methode des § 5 durch suec-
cessive Hinzunahme von Punkten aus den iibrigen
Dimensionen zu einem ndimensionalen konvexen
Polyeder. In diesem giebt es dann Begrenzungselemente, deren
Eckpunkte nur aus gegebenen Punkten bestehen, und in deren
Innern alle gegebenen Punkte liegen. Mit den Punkten p ver-
fahren wir ebenso. Nun stellen wir die Alternative der Existenz
oder Nichtexistenz eines gemeinsamen Innenpunktes nicht beziiglich
der ganzen Polyeder, sondern beziiglich der ausgezeichneten Be-
grenzungselemente. Man sieht sofort, dass man auch auf diese
die Methoden von § 4 und § 6 anwenden kann.

Kapitel V. Das Interpolationsproblem bei zwei
Variabeln.

§ 1. Die allgemeinen Bedingungen.

Unsere Bemerkung S. 80, dass bei der anniherungsweisen
Darstellung der Funktionen einer Variabeln sich die wesent-
lichsten Resultate schon bei dem einfacheren Fall des Interpola-
tionsproblemes ergeben, lisst es gerechtfertigt erscheinen, dass
wir uns bei dem Fall zweier Variabeln auf dieses beschrénken.

Es sei eine Anzahl Punkte :
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po=(@y2), p=(@92)..... p, = (=9%)
gegeben und eine ganze rationale Funktion
2 = flry) = ax"+ax 'y + .- a9
+a,.27" a2yt -

et a,xta,_y+ta,

m=2
gesucht, von der Art, dass wemn p, = (%,y,%,) einer der gege-
benen Punkte ist, die grosste der Differenzen
| flz,y.)—2, |

moglichst klein sei. Den Existenzbeweis fiir f(z,y) haben wir
bereits S. 10—11 gefithrt. Wir wollen vorliufig, um eine ein-
fachere Schreibweise zu haben,
n =2
und
f(xr?/) = anxa + ayzy + as?/’ + a2+ ay + a,

annehmen. Es bezeichne L wieder die Abweichung, d. h. die
grosste der Differenzen | f(#,y.) — 2, |; sie werde an den Punkten

(xlyl)’ (‘Tsys) . (x'vyv)
angenommen; wir haben dann, wenn
&, & ... &

gleich =1 sind, nach Fixierung des Vorzeichens von L die Glei:
chungen :
alw: + aaxlyl + aﬂy: + alwl + abyl + aO - z!

a1x: + AsZ,Ys + a’s."/: + a2, + oy, + 8, — 2,

l

L
N

Il

@
al‘z: + a2y, + a’sy: +ax, + ay,+ a,— 2, = va .
Es habe nun

s, das Vorzeichen von L und sei 0
2 ” 12 n eﬁL " ” :’: O

S, ” 1 il va 3] ” *0'
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Im Uebrigen seien diese Griossen s unbestimmt. Wenn es eine
Funktion g(z,y) von kleinerer Abweichung als f(z,y) giebt, so
muss | g(xy)— 2| an allen Punkten =zy, v+, ... 2y, kleiner
sein als | f(x,y)—2 | d.h. es muss

f‘(xir?/x) —g(xﬂyl) = Sx‘
f(xvya) - g(wmya) = $,

f ('xv’yv) - g(wwyv) =S,.

Und umgekehrt: Nehmen wir an, es gibe eine Funktion g(z,y),
die diese Gleichungen fiir irgend ein Wertsystem s befriedigte,
so giebt es auch eine Funktion von kleinerer Abweichung als
f(z,y). Denn

f(x’y) - s(f(x’y) - g(xyf’/))
erfiillt offenbar fiir geniigend kleines & diese Bedingung, wobei
natiirlich L von O verschieden vorausgesetzt wird. Sei
f@y) - 9(zy) = b2* + by + by* +ba +by + b,

gso haben wir den Satz:

Notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
dass es keine Funktion kleinerer Abweichung
giebt als f(z,y), ist die Unaufltsbarkeit der
Gleichungen

bxx: + ngxyx + bay‘: + bAwl + bsy1 + bo =S

(2) bzs + by, + by + b2, + by, + b, = s,

by + by, + by, + b, + by, +b, = s,

fiir jedes mogliche Wertsystem s.

Die Zahl der Unbekannten ist 6, die Zahl der Gleichungen
v. Im allgemeinen Fall konnen diese Gleichungen nur dann un-
auflosbar sein, wenn » > 6. Die speziellen Fille, wo » = 6
werden wir spiter untersuchen und nehmen nun » = 7. Es
wird alsdann Unaufldsbarkeit gefordert von dem System :
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blx: + bﬂxlyl + ‘bsy: + b4x1 + bﬁyl + be = §
bxx; + bsxzyn + bo?/: + nga + bﬁyz + be = $,

b7 + byxy, + byy; + 0@, + by, + b, = s,
Die Bedingung der Unauflosbarkeit fiir dieses System lautet aber:

@ @y, Yy x Y 1s,

T Ty, Yy % Yy 108,

+ 0.

2 2
Lo TYy Yo X7 Yo 1 S|

Entwickeln wir nach den Elemén’cen der letzten Spalte, so haben
wir, abgekiirzt geschrieben :

D=s5.23,..0—s.(1,8.. 0+ - +s,.(1,2 ... 6).

Da die s bis auf das Vorzeichen vollkommen willkiirlich sind,
die Determinante aber fiir alle mit der Vorzeichenbedingung ver-
triglichen s von O verschieden sein soll, so sieht man leicht
die Bedingung: Die Grissen

$.(2,8...7),
—s,.(1,3...7),
5.(1,2...6)

miissen gleiches Vorzeichen haben. Nehmen wir s, etwa positiv,
80 bestimmt sich hieraus das Vorzeichen der iibrigen s.

Sind 7Punkte bekannt, an denen die Abweichung
angenommen wird, und wird der Sinn der Annahme
bei einem Punkt willkiirlich als positiv bezeichnet,
so liefert uns D # 0 den Sinn, in dem die Abwei-
chung an allen andern Stellen angenommen wird,
Und zwar bestimmt sich dieser Sinn aus dem Vor-
zeichen einer Determinante, die aus den Projek-
tionen der iibrigen 6 Punkte gebildet wird Die
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¢ Koordinate ist ohne Einfluss darauf. — Ist eine der Deter-
minanten z B. (1,83 ... 7) = 0, so kann s, beliebig positiv
oder negativ angenommen werden. Nunmehr kénnen wir,
nachdem die Vorzeichen der s und damit die &
bekannt sind, die Annaherungsfunktlon f(z, )
leicht bestimmen; wir haben dazu nur das System
der linearen Glelchungen (1) zu lésen.

ax; + azy, + oy +az, +ay, +a,—eLl = 2
a2 + axy, + ay; + ax, +ay, +a,— el = 2,

az; + axy, + oy, + agx, +ay, +a,— e, L = 2,.

Das System dieser 7 Gleichungen mit den 7 Unbekannten q, ... q,
und L ist sicher eindeutig losbar. Denn die Determinante des
Systems unterscheidet sich von D nur dadurch, dass statt der s
hier die & auftreten; sie ist also sicher von 0 verschieden.

Wir haben nachgewiesen, dass es eine Funktion kleinerer
Abweichung als die so konstruierte Funktion f(2,y) mnicht geben
kann. Es fragt sich, ob und wann es eine von f{z,y) verschiedene
Funktion von ebensogrosser Abweichung geben kann. Nehmen
wir an, g(z,y) sei eine solche Funktion, so muss, gleichviel an
welchen Punkten g¢(»,y) seinerseits die Abweichung annimmt,
an den 7 Punkten, an denen f(z,y) seine Abweichung annimmt,

If(xﬂyﬂ)_z# l = Ig(x“?/y)_'eu s

d. h. es darf f(x,y)—g(r,y) an den Punkten x,y, nicht ent-
gegengesetztes Vorzeichen haben wie s, sondern es muss entweder
gleiches Vorzeichen haben oder verschwmden, was wir durch s,/
andeuten wollen. Dies ergiebt fiir die Koefficienten der Differenz

f(zy) — 9(x,y) die Bedingungen:
blm: + bixlyl + bay: + ngl + bsyl + bo = 3;
bai+bxy, +by;+bx, +by, +b = s,
bx'”: + btx1y7 + bay: + b4$7 + bsy'l + bo = S.;.

Die Bedingung fiir die Auflosbarkeit ist das Verschwinden
der Determinante. Ist keine der Unterdeterminanten gleich Null,
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so kann dies nur eintreten, wenn s} = s, = ... = s} = 0 und

alsdann miissen in den iibrig bleibenden homogenen Gleichungen
alle b verschwinden, d. h, f(z,y), ist eindeutig bestimmt.
Ist aber z. B. (1,2...6) =0, so kann s, von O ver-
schieden sein, und es brauchen nur s = s} = ... s, = 0. Die
hieraus resultierenden Gleichungen sind nicht homogen und liefern
nach willkiirlicher Festsetzung von s, ein bestimmtes System der
Koefficienten von f(x,y) —g(z,y). An allen Punkten, an denen
f(z,y) die Abweichung annimmt, nimmt sie auch g(z,y) an, nur
an dem Punkte x,y, braucht dies, wie aus der willkiirlichen
Festsetzung von s; hervorgeht, nicht der Fall zu sein.

§ 2. Der Fall verschwindender Determinante.

Wir werden also auf den oben ausgeschlossenen Fall gefiihrt,
dass die Abweichung an weniger als 7 Punkten, also etwa 6 an-
genommen wird. Wie man sieht, kann dies nur dann der Fall
sein, wenn die Projektionen der 6 Punkte auf einem Kegelschnitt
liegen. Alsdann ist die Annédherungsfunktion nicht
eindeutig bestimmt. Man sieht leicht, innerhalb welcher
Grenzen die Anndherungsfunktion willkiirlich ist. Es sei f(z,y)
die Anngherungsfunktion, die die Abweichung an 6 Punkten an-
nehme. g(x,y) = 0 die Gleichung des Kegelschnittes, dem die
Projektionen geniigen:

| F@y)+4.9(x,y)—2# |

ist dann fiir 4 = 0 an allen Punkten, an denen die Abweichung
nicht angenommen wird, kleiner als L. Wenn nun nicht alle
Projektionen der gegebenen Punkte auf dem Kegelschnitt
g(xy) = 0 liegen, so ergeben sich Grenzen fiir i, die nicht
iiberschritten werden diirfen, ohne dass | f(zy)+4g(zy)—2# |
bei mindestens einem der gegebenen Punkte grisser wird als L
und damit

f(x,y)+Ag(=@y)

aufhort Anndherungsfunktion zu sein. Setze ich fiir A4 einen
dieser Grenzwerte ein, so wird die Abweichung an 7 Punkten
angenommen. Wir kénnen also stets erreichen, dass
die Abweichung an mindestens 7 Punkten ange-
nommen wird, mit Ausnahme des Falles, wo die
Projektionen aller gegebenen Punkte auf einem
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Kegelschnitt liegen — Analog verhdlt es sich, wenn auch
noch niedrigere Determinanten der Projektionen verschwinden,
was geometrisch bedeutet, dass alle Projektionen mit Ausnahme
einer einzigen auf einer Geraden liegen, oder dass sie alle auf
einer Geraden liegen.

Wir wollen zum Fall » = 6 noch einige Bemerkungen
machen. Das System der Gleichungen

bx‘%: + bawl% + bx?/f + b4ml + bsyl + bo =

(2) btx: + baxsys + bs?/: + b4x2 + bsyz + bs =8

bz + b2y, + by, + bx, + by, +b, = s,

kann nur dann unauflssbar sein, wenn die Determinante ver-
schwindet. Aber diese Bedingung ist zur Unauflosbarkeit noch
nicht hinreichend; es muss sich vielmehr aus der Matrix:

2 2
zxY, YT Y, 1,

Ty ZY, Yy % Y, 18,

Ty ZoYs Ys %5 Yo 1 S,

eine nichtverschwindende 6 reihige Determinante bilden lassen;
hieraus bestimmen sich die s. Zunéchst sicht man, dass es gleich-
giiltig ist, welche der 6 reihigen Determinanten wir dabei zur
Untersuchung heranziehen. Verschwindet eine, so verschwinden
auch alle andern. Es mige z. B. die durch Weglassung der Sten
Vertikalreihe entstehende Determinante verschwinden. Unsere

Behauptung lautet dann in abgekiirzter Schreibweise, dass wir
auz | 282y, 9% 2, 9,1 | = O
un
z. B. auf | &2y, 9" 29,8 | = 0
| & 2y, 9% 2,1, 8 |

schliessen konnen. Dies ist ein spezieller Fall des auf S. 67 be-
wiesenen allgemeinen Satzes. Nur diirfen die 5 ausgezeichneten
Vertikalreihen, die mit den s zusammen die zu wuntersuchende
Determinante bilden sollen, nicht gerade so gewihlt sein, dass



a1

alle Breihigen Determinanten verschwinden. Dies ist moglich,
denn wir setzen voraus, dass nicht alle 5reihigen Determinanten
der Matrix verschwinden, in welchem Fall wir » = B setzen
miissten,

Es geniigt also, das Vorzeichen der s so zu bestimmen, dass
fiir dies einmal bestimmmte Vorzeichensystem fiir alle s

2 2
xl x!yl yl xl yl $
2

Ty XYy Yp Ty Yy S
. % 0.

Ly Lo Ys Ty Yy S

Man sieht leicht, dass die Einschréinkung, es sollen nicht alle

b reihigen Determinanten | af,2y,9",2,y | verschwinden in unserm

Fall des nichtzerfallenden Kegelschnittes nichts anderes bedeutet,
als dass der Punkt z = 0 y = 0 nicht auf dem Kegelschnitt

liegen soll.
Wir wollen eine einfache Regel iiber das Vorzeichen der s
ableiten. Die Bedingung
2 LYy Y By Yy S

2
Ty LYy Y Xy Yy S,

Ty Zelfs Yo Lo Yo So
launtet entwickelt :
5,23 ... 6)—3,(1,3 oo B6)+s,(1,24...6)—... F 0,

wo die Abkiirzungen sofort verstdndlich sind. Wir denken uns
nun die Punkte 1,2, ... 6 auf dem Kegelschnitt so angeordnet,
dass wir sie bei einer Umlaufung des ganzen Kegelschnittes in
dieser cyklischen Reihenfolge passieren. Ich behaupte, alsdann
haben die Determinanten

23, ...6, (1,3 ...6)...

alle dasselbe Vorzeichen. Wir betrachten, um dies zu beweisen,
die Determinante
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T3 TYy Ya Ty Yy 1
Ty XY, Yy &y Yy 1
Ty TolYs Yo To Yo 1
2 2y Yo oy L

Fiir den betrachteten Punkt 2y moge sie nicht verschwinden
Wir lassen nun bei festgehaltenem ay den Punkt =2y, nach
2y, hinwandern, sodass er bei der Wanderung immer auf dem
Kegelschnitt bleibt. Hierbei kann die Determinante nicht ver-
schwinden; denn dies wiirde bedeuten, dass der Punkt xy auf
dem von den 5 andern bestimmten Kegelschnitt lige, wihrend er
dies in der urspriinglichen Lage nicht that und der Kegelschnitt
doch derselbe geblieben ist. Es haben also

2 1Y Y 4y, 1| Zy Ty Y3 %y Y 1
x: xsya yg xs yJ 1 x: xsya y: xa y8 1
: und :

x: xﬂyﬁ y: x& yO 1 w: xdyﬂ y: xG yB 1

ey y¥yoryl Ly yyr oyl

dasselbe Vorzeichen. Fiir 2z = 0 y = 0 heisst dies nichts
anderes, als dass (1,3 ...6) und (2,8 ...6) gleiches Vor-
zeichen haben, und zwar ohne O zu sein, da der Punkt z = 0
y = 0 nicht auf dem Kegelschnitt liegen soll.

Aus der Bedingung
s,28...6)—s1,3...6)+s,(1,24...6)—-.-F0

kionnen wir daher schliessen: die s miissen abwechselndes Vor-
zeichen haben. :

Liegen die Projektionen von 6 Annahmestellen
der Abweichung auf einem Kegelschnitt, so wech-
selt der Sinn der Abweichung ab, wenn wir den
Kegelschnitt durchlaufen.

Dies Resultat gilt fiir »n > 2 unverdndert,
wenn die betreffende Kurve eineUnikursalkurve
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ist; andernfalls gilt fiir jeden einzelnen Ast ein
entsprechender Satz.

§3. Allgemeine Losung des Problems.

Es sei jetzt » > 7. Es sei 2y die Projektion eines Punktes,
an dem die Abweichung angenommen wird, und zwar wollen wir

xy mit p bezeichnen, wenn s > O und mit p wenn s < O.
Unsere Bedingung (2) S.8 konnen wir dann
auch so fassen: Es soll unmdglich sein, eine
Funktion

blxz+bzx?/+bsyg+b4x+bﬁy+bo
anzugeben, die anallen Punkten p positive und
anallen Punkten p negative Werte annimmmt.

Es folgt nun aus dem Satze des vorigen Kapitels: Wenn

die Punkte p und p so gelegen sind, dass sie die Existenz
einer derartigen Funktion

ba*+ by + by +bx + by + b,
ausschliessen, so kann man aus ihnen 7 derartige Punkte aus-
wihlen, dass schon sie eine Funktion der verlangten Form und
Eigenschaft unmdglich machen.
Setzen wir
x‘l —_— g(l) xy f— g(!) yi — g(ﬂ) "x p— g(é) y — g(s)_
Bezeichnet p einen Punkt 2.y, so bezeichne m den entspre-
chenden Punkt des 5 dimensionalen Raums
X, = W (gil) E(lﬂ) g(ﬂ) g:!) gi!’))
1 1

und wir unterscheiden Punkte # und = Es kann nun keine
Funktion N
BE +BE +BE +BEO+BFER [ ¢"

geben, die an allen Punkten = positive und an allen Punkten =
negative Werte anndhme; denn es wiirde alsdann die Funktion

B.2" + By + By’ + B + By + B,

auch an allen Punkten p positive und an allen ‘Punkten p nega-
tive Werte annehmen. Ich wihle unter den Punkten z und =#
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nach § 6 des vorigen Kapitels 7 aus und nehme dann die diesen

7 Punkten entsprechenden Punkte p und » und behaupte: Es
kann keine Funktion

b2’ + by + by’ + bz + by + b,

geben, die an den ausgewéihlten Punkten p positive und an den

ausgewdhlten Punkten p negative Werte annimmt, denn sonst
wiirde sich

blg(l) +b’g(2) + bag(s) 'l:‘b‘g“) + b5g(5) + bs

bei den entsprechenden Punkten = und = ebenso verhalten.

Daraus folgt: Nimmt die Anndherungsfunktion
die Abweichung mehr als 7mal an, so lassen sich aus
der Zahl der Annahmestellen 7 so auswidhlen, dass
die Anndherungsfunktion auch Anndherungsfunktion
dieser 7 Punkte allein ist.

Hieraus ergiebt sich die Lésung des Problems:
Man greift aus der Zahl der gegebenen Punkte 7 heraus und be-
stimmt ihre Anndherungsfunktion nach § 1. Man untersucht so-
dann, ob die so gefundene Funktion die Anndherungsfunktion fiir
die Gesamtheit der gegebenen Punkte ist, indem man untersucht,
ob |f(@y)—4 | = L fir alle gegebenen Punkte erfiillt ist.
Dies ist, wenn man auf alle mdglichen Arten 7
Punkte herausgreift einmal und im Wesentlichen
auch nur einmal der Fall Liegen die Projektionen aller
gegebenen Punkte auf einem Kegelschnitt, so wihlen wir nur 6
Punkte aus, und entsprechend, wenn die Unterdeterminanten von
noch niedrigerem Grade verschwinden. Man sieht dies leicht,
wenn man bedenkt, dass alsdann der den zy entsprechende
¢-Raum in Wahrheit um eine bezw. mehrere Dimensionen nie-
driger ist, als im allgemeinen Fall.

Der spemelle Fall, wo 6 Punkte auf einem Kegelschnitt lie-
gen und die Annaherungsfunktlon nicht vollig bestimmt ist, hat
noch eine weitere Bedeutung. Man sieht ndmlich sofort, dass die
Anniherungsfunktion sich nicht unbedingt stetig a'a',nderﬁ kann,
wenn sich einer der gegebenen Punkte bewegt. Denn dann
konnten wir von der Annéherungsfunktion, die zu irgend welchen
7 Punkten gehort durch stetige Aenderung zu der Anndherungs-
funktion gelangen, die zu irgend einer andern Lage der Punkte
gehort. Ein Punkt, bei dem die Abweichung in positivem Sinn
angenommen wiirde, konnte hierbei diese Eigenschaft nicht ver-
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lieren und die Anzahl der positiven Annahmen und ebenso die
der negativen Annahmen miisste von der Lage der Punkte unab-
hiingig sein. Dies ist aber, wie wir wissen, nicht der Fall. Man
sieht leicht: Die Anndherungsfunktion dndert sich im
Allgemeinen stetig mit den anzundhernden Punkten;
sie macht aber einen Sprung, wenn sich die Pro-
jektion eines Punktes durch den Kegelschnitt, den
die Projektionen von 6 andern bilden, hindurch-
bewegt.

Den Hauptsatz des vorigen Kapitels konnen wir geometrisch
fir einen speziellen Fall so aussprechen: Ks seien in der
Ebene Punkte p,p,p, -- und p,p,p, - gegeben
und ein Kegelschnitt gesucht, der die p von den p
trennt. Die Aufgabe ist entweder mdglich, oder
man kann 7 Punkte aus den gegebenen auswédhlen,
die auch schon die Trennung durch einen Kegel-
schnitt unmédglich machen. Entsprechende Sidtze gelten
fiir die gerade Linie und fiir héhere Kurven.

Wir haben unsere Theorie fiir den Fall » = 2 durchge-
filhrt, man sieht aber sofort, dass sie allgemein giiltig ist. Die
Anzahl der Annahmestellen der Abweichung ist im Allgemeinen
um 1 grosser als die der zur Verfiigung stehenden Parameter.
Unsere Determinante D S. 87 lautet fir n = 3:

3 2 2 3 2 2
xl xlyl xlyl yl xl xlyl yl wl yl 1 Sl

3 .2, 2 3 .9 2
Ty LYy XYy Yy X3 LYy Yy L, Yy 18, |

2 2 8 2 2
x:l xllyu xllyll yll m1.1 xllyll yll xll yll 1 811

und die s bestimmen sich aus D § 0. Ebenso sieht man leicht,
dass die Theorie auch fiir mehr als zwei unabhingige Variabele
gilt; auch hier dndert sich nichts gegeniiber dem eben behan-
delten Fall. Fiir 3 Variable und #» = 2 lautet die Deter-
minante:

>wY, xE Y YE 4w Y 2 1

Ty TYs Tafy Yy Ysfy G Ty Yy 5 1S,

2 2 2
xll Tll:’/ll xll le -’/Il yllzll le mll yll Z‘ll ]‘ 'Qll *
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Ferner ldsst die Theorie eine Uebertragung auf den Fall zu,
wo die Form der Anndherungsfunktion weiteren Bedingungen
unterworfen ist, z. B. homogen sein soll u. dergl.

Fiir alle diese Fille konnen wir die folgenden Sitze aus-
sprechen :

1) Die Abweichung wird im allgemeinen Fall
einmal 6fter angenommen, als die Zahl der Para-
meter der Annaherungs funktion betrigt. Spe-
zielle Fdlle treten ein, wenn die Projektionen
der gegebenen Punkte auf die Ebene der unabhiin-
gigen Variabeln gewissen Determinantenglei-
chungen geniigen.

2) Der Sinn, in dem die Abweichung angenom-
men wird, wird durch eine Determinantenunglei-
chung gehefert

8) Alle diese Probleme sind durch Auflosung
eines Systems linearer Gleichungen l6sbar. Die-
ses System selbst wird aus einer endlichen An-
zahl von Systemen durch Versuche bestimmt.

Wir haben uns auf das Interpolationsproblem beschréinkt; man
sieht aber leicht, wie die Theorie fiir das allgemeinere Annihe-
rungsproblem zu erweitern ist: Soll eine ganze Funktion etwa
¢(z,y) in einem gegebenen Intervall etwa —1=Z2z=1; —1=y=1
durch f,(v,y) angendhert dargestellt werden, so braucht die Ab-
weichung nicht an einer endlichen Anzahl diskreter Punkte ange-
nommen zu werden, sondern wir konnen hier Abweichungskurven
haben. Wir projicieren diese in die ay- Ebene und ergiinzen sie,
falls sie noch nicht konvex sind, durch Hinzunahme geradliniger
Strecken zu zwei konvexen Figuren. Fiir diese ist der Satz des
vorigen Kapitels nachzuweisen, was hier zu weit fiihren diirfte. Ist
m die Anzahl der verfiigbaren Parameter der gesuchten Annihe-
rungsfunktion, so wird die Abweichung an mindestens m + 1 Stellen
angenommen. Es lassen sich m4+1Punkte der gegebenen
Funktion so bestimmen, dass die Anndherungsfunk-
tion dieser m+1Punkte die gesuchte Anniherungs-
funktion der gegebenen Funktion ist. Dieser Satz stellt
die genaue Verallgemeinerung des von Tchebychef fiir den Fall
einer Variabeln ausgesprochenen Resultates dar. Die Frage nach
einer Methode der Auswahl der m--1Punkte, die wir beim Inter-
polationsproblem durch eine endliche Anzahl von Versuchen erle-
digen konnten, bedarf einer weitern Untersuchung.
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