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NOTICE: This material moe s wemtanted by
copyright law (11w v+ w.v0dE)

Sur une propriété extrémale' des polynomes -
de Tchebychef

EUGENE REMES (Kiev)

Etant donnés un inlervalle’ (fermé) S= < a, &> de longueur b~—a=-
g sur Paxe OX et deux nombres poslilis A =081(0<]8 <) et_&,'nous: consl-
I dérons le probléme sulvant:f)
) Déterminer la borne suptricure exacte de la quantité [parinble avee Pa(x)]

max (Pr(X)| H
3 LESE

E Pnlx) désignant un polynome de dergé £ n assujeltl ¢ la senle condition de
¥ virifier Finégalits

[PalX)| <k (2)

k. sur-un ensemble de points (d'atlleurs indéferminé) ECS de ‘mesure 2z )\
3 Ié\lous alions monirer que fu borne supéricure en question a pour valdur.
X exacte ' o

2 2
_.w=krn(r—;)=krn(§—l), @
Wol T est le polynome (rigonométrique de degré n:
. 1 —_— _
@ =5z +VF—1) +{z—VZ=1)% 4)

J8 . Démonstration. D’abord, comme on le vérlile immédiatementla quanf
B-Uté (1} altelnt exactement la valeur (3) pour les deux polynomes de Fchebyche:

P 1 (X) =kT, (?#‘F_Q) (5)

2k = (b—1) _‘:_b)' (6)

Pr, 2 (%) = £T, (_.__._ »

qut 'vérlfleni bten la condilion (2), I'un sur I'lntervalle < a, a-}A>>, I'autre
Esur IMintervalle <& —»X, 02>, 11 reste 4 démontrer qu'entre tous Ies polynomes
¥ Py (x) admissibles les deux polyncmes (5) et (6) soni fles seuls (abstraction
falle d'un facteur 4 1), pour lesquels la quantlité (1} atleint la valeur (3)..

Solt Pa(x) un polynome admissible quelconque dlflérent de (5) et.(6}:
solt ECS l'ensemble de polnts, sur lequel Ulnégalité {2) est vérifiée, Cel
2 ensemble de polnts se compose évideminent d'un cerialn nommbrelv < n d'Inler-
f valles fermés dont quelques - uns peuvent se rédulre & un polnt. Sclenl

51;<a‘1!ﬁl>l ’:?-‘<“n-an>:----°m§<“m§rrr> b (7)

1) L'auteur a rencentré ce probléme au cours de ses recherclies sur la convergenee de
heertalng ¢ rocédés d'approximailons successives quiil a propost récomment pour le calcul eflectl
des polynomes d'apprexfmallon minimum d'une fonction bornte f?.r] sur un ensemble de points
A purelllement borné (CI. ma note, Cumptes Rendus, Paris, 30, VI 1934 et surtout ma mono-
; ﬁraphlu en langue ukralmienne: ,Sur les mélhodes pour réaliser la mellleure approximallion

B des {oneilons d'apris le principe de Tchebyehel, Acad. des Sc. d'Ukralne, 1835, pp. 98—100).
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ceux d'entre eux (m v} qul onl upe longueur non nulle, arrangés par ordre
d'abscisses crolssantes, Soll ensulte £C.S un des points pour lesquels | P, (x)!
acquiert sa valeur maximum sur UIntervalle <7 a, b>>:

1 Ba (B) |=max | Pa(X)].
azx=h

8

Ii faut démontrer que |Pp(E}| <M, M désignanc la valeur (3).
Iel trols cas sont & distinguer, sulvant que

E>Bm E<a; ou eniln B << an
i déslgnant dans le dernier cas un des nombres 1,2,...

(9)

,m—1,

Commencgons par consldérer le premier cas. Désignons par X =a,X, X, §

Xapr=a-}-} les points de Intervalle < g, a 41>, auxquels ie polynome de
Tchebychef (5} acqulert avec allernance de slgne la valeur -4 Désignons,

d'autre par, par x,X,,..., X4 les n41 points que nous prendrons sur
I'ensemble de polnls £ sous les condltlons sutvantes: d'abord, Xx, ==z,; puls,

pour é==2,3,..., n--1 solt x; le premler des polnts de E {en parcourani
cet ensemble de points de gauche 3 drolie) pour lequel .

mes ( << X;, £ >>-E) = x — x, (10)

le produit entre. parenihéses déslgnant I'ensemble des polnls qul appriiernen(
4 la fols & Pintervalle <Cx;, x;,>> et & I'ensemble de polnts £.

En_appliquant la formule d'interpolation de Lagrange, une Jols au poly-
nome (5) et V'autre fols au polynome P,{(x), nous pourrons écrire les deux
égalités sulvantes:

M=Pn.|(b)=i—-(b_x') (b= xi) (b= xg) . (D

(i — ). (o — X)) (X — X)L (o — -\'n_-;l)

&— ;.) N —-:\’.1_1) (E—'-':\:-;+|) (& —:l:n+1}

a1
Pn = — -~ -, ” v X, x X ! _l
l(E) Z(xf_xl)-.-(xf__xf_l)(xl—xf_i_l)_,.(.tj—xﬂl_1)P (x)

En comparant leurs pariles drolles lerme a terme, on constate les rela-
tlons sulvantes:

(12)

) 1Po s (x) |= ;[ Pa(mi) | <K
B b—x;2t—x20
1) Lot = x| < X ==X '

(hj=12,....n4+1; j4.
En outre, on volt alsément que les £ 1 *sumes 4 la dernlére partle de (11)

ont tous le médme signe (i savolr -}, ce qul ne doll pas avolr lleu {orcément,

dans (12). Alnsl on aura blen
[Pa(8) <M
4 molns que Pn(x) ne soit ldentique 4 + 2,/ ),

Dans le second cas (9), c’est & dire lorsque §< 2, le ralsonnement est
loul- a-falt snalogue, en remplacant le polynecme (5) par (6). .
Enfir lorsqu'on a dans (9)

056 fle, <& < arq (14)
posons :
mes (fi ;>‘E) — 9, (15)
wiin_, g

—In+l)_ P". | (-‘-'r) “ l) .. _‘.

'WnesE=8(b—a), 1e 001, T0

I est clalr que les deux nombres B, et 8, ne peuvent étre d la fois
moindres & 9=%. Or, en remplacant dans les ralsonnemenis précédents I'in-

ftervalle <Za, 52> une fols par < a,t>> el |'autre fols par <% 62>, on a
| simultanément "

.'P..{en<kr,.(é—-1)
]
.-'P,,{a)'.<kr,.(§——1)

| une des partles droltes est certainement <M, ce qu! achéve la démon-
Whtration.

i Nous avons oblenu simulianément une démonstration simple d'un théo-
‘éme connu dil A Tchebychef,') qul découle de nos ralsonnemenls lorsqu'on
fesirelnt a priori le champ des polynomes admissibles®).

(17)

I

[lpo oaHy ekcTpemanbHy Bnactueictb YebuLLoB-

CbKHUX MONIHOMIB
E. PEME3 (Kule)

PE3IOME

. B cratTi 10BEANO TAKY TEOpeMy:
flkme nmoalHoM n- ro cteneHs Pn(x} 3aKoBONbHAE yMOBY

. IPI'I (,'L') I'“--<h.k-
gloan x manewuTs Toukoolit mircmuil £ 13 lwreppany < a, & >, upHuomy

(=)

Gync AHe Toai, KOAH
E=<aa4-8(b—a)>
E=Lb—-0(b—a) b,

max | Pr(x}| << &7,
a=xah

3Hak pleHoCTI

B noaioM Pn {x) signoslguo xopleuoe

a—a—0((b—a)?
B8(b—a)

Prn(x) = + AT, g(; 2
1o

Pn.:t.t):-_ltk?'"('zx—‘b-’r B(b—u)_b)-

B(bt—a)
'-'-.l'l.n
-
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) P. L, Tehebychef, ,Sur les foncllons qui s'écarlenl peu de zéco pour certalnes valeurs
bde [ variable®. Cenvres, tome 2, npp. 335 — 356.
%} A savolr, en posant & priorl E=<Ca, a4 A>> on blen E=<b— 15>,
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